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Etapy przetwarzania i analizy danych

Wybér metod statystycznych i uczenia sie maszyn uzywanych na etapie analizy
danych jest scisle uzalezniony od celu badan. Stosowane tutaj techniki mozna
w ogoblnosci podzieli¢ na dziatajace z nadzorem lub nienadzorowane.

Metody dziatajace bez nadzoru stosuje sie do wykrywania zaleznosci pomiedzy
probkami i/lub cechami jedynie w oparciu o dane, bez uzywania dodatkowych
informacji (w tym tez nie uwzgledniajac przynaleznosci badanych obiektéw do
zadanych z gory klas). Do metod nienadzorowanych zaliczaja sie m. in.:

« klasteryzacja;
- techniki redukcji wymiarowosci.

Metody nadzorowane korzystaja z danych i dodatkowej wiedzy, dotyczacej np.
oczekiwanych wartosci na wyjsciu lub sposobu przypisania probek do znanych
klas. Przyktadami zagadnien, w ktorych uzywa sie takich metod sa:

@ klasyfikacja;
@ selekcja cech réznicujacych grupy prébek.

Wiedza biologiczna

Przetwarzanie
wstepne

Dane w postaci liczbowej

Analiza statystyczna |
i uczenie maszynowe :

------ "
.

Dane ,,waznych”
cechach




Redukcja wymiarowosci

Redukcja wymiarowosci okresla si¢ wyznaczanie zbioru cech, mniej licznego od
zbioru cech pierwotnych, na podstawie ktéorych mozna z jak najmniejszym btedem
odtworzy¢ wartosci pierwotnych cech. Jest to rownoznaczne ze znalezieniem nowej
przestrzeni o nizszej wymiarowosci, wybranej w taki sposéb, aby przerzutowanie do
niej danych wigzato sie z mozliwie malq utrata informaciji.




Redukcja wymiarowosci: analiza skiadowychraiowWiiyeid

Jedng z najpopularniejszych technik redukcji wymiarowosci jest analiza sktadowych
gtéwnych (PCA - Principal Components Analysis).

PCA polega na przerzutowaniu danych do przestrzeni (o takiej samej lub mniejszej
wymiarowosci), w ktérej osie uktadu wspoétrzednych, zwane skiadowymi gtéwnymi,
skierowane s3 zgodnie z kierunkami najwiekszej wariancji danych w oryginalnej
przestrzeni cech.

Dane w przestrzeni dwoch pierwszych skltadowych gtéwnych

Dane w przestrzeni oryginalnych cech
: IR B _

Druga sktadowa ghowna

5 -4 2 ] 2 4 E
Pierwsza sktadowa ghdwna

MATLAB R
PCA: pca/princomp  prcomp/princomp




Redukcja wymiarowosci: analiza skiadowychraiowWiiyeid

Wartosci kazdej z R (R<P) cech w przestrzeni sktadowych gtéwnych stanowia
kombinacje liniowe wartosci wszystkich P oryginalnych cech. Wspoétczynnikami
kombinacji sg wspoéirzedne ortonormalnych wektoréw (czyli wektorow wzajemnie
prostopadtych o diugosci 1), ktére wyznaczaja osie nowego uktadu wspoétrzednych:

T
V=t Xt X+ o+t pxp=t; X A

T
Y=t X+l Xyt.. +ty pXp=t, X . y=7Tx

T
Yr=tpi X Hip Xo+.  Fippxp=tp X )

xj — wektory wartosci j-tej cechy w pierwotnej przestrzeni (j-ty wiersz macierzy X)
ti — i-ta skladowa giéwna (wersor i-tej osi nowego uktadu wspoétrzednych)

yx — wektory wartosci i-tej cechy w przestrzeni sktadowych gtéwnych (4-ty wiersz
macierzy Y, bedacej projekcja danych w przestrzeni skladowych gtéwnych)

Pierwsza skltadowa giéwna n wyznaczana jest tak, aby uzyskaé¢ kombinacje liniowg o
maksymailnej wariancji z proby sposréd wszystkich kombinacji liniowych wartosci
cech pierwotnych (przy zachowaniu dtugos$ci wektora n réwnej 1).

Kazda kolejna sktadowa gtéwna ¢ (i=2,...,R) wyznaczana jest jako wektor o dtugosci 1,
ortogonailny do pozostatych sktadowych i maksymalizujagcy wariancje z préby
odpowiadajgcej mu kombinacji liniowej.



Redukcja wymiarowosci: analiza skiadowychraiowWiiyeid

Dla macierzy X o wymiarze P x N, rzedzie R i zerowym wektorze wartosci srednich,
wektorami # rozpinajagcymi przestrzen sktadowych gtéwnych sg wektory wtasne
macierzy kowariancji z préby Sx, odpowiadajgce uporzgdkowanym nierosngco,
niezerowym wartosciom wiasnym: 41> /42> ... Az=>0.

N
A 1 _ _
Macierz kowariancji z proby: §=3=—— L S ix )T:—_I(X—x)(X—x)T

i=1

N
Gdy wektor wartosci srednich macierzy X jest rowny 0: S:ﬁz x.x.T:LX x’
- L=l

Wartoscig wtasng macierzy S nazywamy kazdy skalar A spetniajagcy rownanie:
|S—AT|=0

gdzie I jest diagonalng macierzg jednostkowa o wymiarach takich samych jak S.

Wektorem wtasnym macierzy S nazywamy kazdy wektor spetniajagcy rownanie:
St=At

MATLAB R

Liczenie wektorow i wartosci witasnych: eig eigen




Redukcja wymiarowosci: zwiazek pomiedzyaECANRSVID)

Dla danych z mikromacierzy liczenie sktadowych giéwnych na podstawie macierzy
kowariancji jest utrudnione przez wymiarowos¢ tej ostatniej (P x P, a P moze wynosié¢
kilkadziesiat tysiecy). Dlatego tez skitadowe giéwne zwykle wyznacza sie poprzez
rozktad macierzy X na wartosci szczegélne (SVD - Singular Value Decomposition).

Macierz X o wymiarze P x N i rzedzie R mozna zapisa¢ w postaci rozkiadu:
x=vzv'

2 — diagonalna prostokatna macierz o wymiarach P x N, na przekatnej ktérej znajdujq
sie¢ rzeczywiste, nieujemne elementy bedace uporzadkowanymi niemalejaco
wartosciami szczegdélnymi macierzy X: 01> 02> ... 0r> or+1= ... = Gminv.p) = 0

U - ortonormalna macierz o wymiarach P x P, ktorej pierwsze R kolumn stanowi
lewostronne wektory szczegélne macierzy X

V- ortonormalna macierz o wymiarach N x N, ktérej pierwsze R kolumn stanowi
prawostronne wektory szczegélne macierzy X

Lewostronne wektory wtasne sa wektorami wlasnymi macierzy X-X', zas wartosci
szczegollne s3a pierwiastkami wartosci wtasnych tej macierzy. Gdy wektor wartosci
srednich macierzy X jest rowny 0 (co jest wymagane dla PCA), to macierz X-X" jest
rowna macierzy kowariancji Sx pomnozonej przez (N - 1), z czego wynika ze:

T=U

A=0]l(N-1) MATLAB

R

Rozkiad SVD: svd svd




Redukcja wymiarowosci: zwiazek pomiedzyaECANRSVID)

W szczegoélnym przypadku, gdy dla macierzy X liczba wierszy P jest wieksza liczby
kolumn N, to macierz X' z rozktadu SVD przyjmuje postaé:

ZNxN

_0(P—N)xN |

Prowadzi to do postaci rozktadu macierzy X o mniejszym wymaganiach dotyczacych
pamieci operacyjnej:

N probek N N N

P genow




Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

"Jako transformata ortonormalna nie zmienia dtugosci wektoréw i odlegtosci
Euklidesa pomiedzy nimi:

d(xl,xz)Zd(TTxl,Tsz):d(yl, yz)
Ix[=1T" xI=ly |

"Cechy w przestrzeni sktadowych gtéwnych sg nieskorelowane (kowariancja kazdej
pary cech wynosi 0). W efekcie macierz kowariancji z préby cech Sy jest diagonalna:

-;Ll 0]
SY:TTSXT: O ;Lz 0
o 0 - il

"Wariancja danych w kierunku i-tej skiadowej gtéwnej jest réwna i-tej wartosci
wtasnej 4. Catkowita wariancja z proby cech w przestrzeni sktadowych gtéwnych
rowna jest sumie wszystkich wartosci wiasnych i jednoczesnie robwna sumarycznej
wariancji z préby cech w pierwotnej przestrzeni:

P

g )Ll:tr(SY):Z Sj.:tl”(SX>

Jj=1



Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

"Uporzadkowanie wartosci wtasnych powoduje, ze wariancji w kierunku pierwszej
sktadowej jest nie mniejsza od wariancji z proby w kierunku jakiejkolwiek innej
sktadowej (jednoczesnie jest ona nie mniejsza od wariancji z préby jakiekolwiek
innej kombinacji liniowej pierwotnych cech). Oznacza to, ze kolejne skiadowe s3
uporzgdkowane zgodnie ze swoim udziatem w wariancji zbioru danych.

Wzgledny udziat i-tej sktadowej gtéwnej w wariancji catego zbioru danych mozna
wyrazi¢ jako: 3

1

Pi=
A'j

1

J

Zazwyczaj kilka pierwszych skiadowych ,przechwytuje” prawie calag wariancje
zbioru danych, podczas gdy wkilad pozostatych jest zdecydowanie mniejszy.

R
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Murmer sktadowej



Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

Wiasciwosci te mozna podsumowaé stwierdzeniem, ze PCA pozwala opisa¢ dane o
wymiarowosci P za pomocg R (R < P) nieskorelowanych cech uporzgdkowanych pod
wzgledem ich udziatu w catkowitej warianciji.
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Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

W praktyce najczesciej pierwszych K (K < R) sktadowych ,,przechwytuje” niemal catg
wariancje oryginalnych cech. Oznacza to, ze mozna zastapi¢ P pierwotnych cech
zbiorem K cech w przestrzeni sktadowych gtéwnych, minimalizujgc przy tym utrate
informacji wynikajaca z redukcji wymiaru.

N

X T"-X

1X = X | = min
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X | Rj/

P

Przestrzen cech Przestrzen skltadowych gtéwnych




Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

Sktadowych gtéwnych jest tyle, ile istnieje niezerowych wartosci wtasnych macierzy
kowariancji Sx, czyli tyle ile wynosi rzad R tej macierzy. Ten ostatni zas rowny jest co
najwyzej min(P, N-1), gdzie P jest liczbg wierszy macierzy danych (liczbg cech) a N to
liczba kolumn (liczba prébek).

Dla ,,zwykiych” danych, dla ktérych liczha prébek jest wieksza od liczby cech (P < N),
rzagd macierzy kowariancji bedzie zwykle réwny liczbie cech (R =P). Czyli samo
przeniesienie danych do przestrzeni skitadowych giéwnych nie powoduje redukcji
ich wymiaru. Zmniejszenie wymiarowosci jest mozliwe dopiero po wybraniu pewnej

liczby K poczatkowych sktadowych, niosgcych najwigksza wariancje.
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Redukcja wymiarowosci przez
odrzucenie sktadowych




Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

Przykiad dla danych dwuwymiarowych (P = 2, N=1000):

Dane w przestrzeni oryginalnych cech
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Redukcja wymiarowosci: wiasciwosci analizyiskiac oW iemisyisii

Sktadowych gtéwnych jest tyle, ile istnieje niezerowych wartosci wtasnych macierzy
kowariancji Sx, czyli tyle ile wynosi rzad R tej macierzy. Ten ostatni rowny jest co
najwyzej min(P, N-1), gdzie P jest liczbg wierszy macierzy danych (liczbg cech) a N
jest liczba kolumn (liczbg prébek).

Dla danych z mikromacierzy P>> N, a rzgd macierzy kowariancji wynosi co najwyzej
N-1. W efekcie, juz samo przejscie do przestrzeni sktadowych gtéwnych powoduje
znaczacy redukcje wymiaru (z P do N-1) przy zachowaniu catosci wariancji danych.

P N N

T' X Y

R=N-1 R=N-1

/

Redukcja wymiaru wynikajgca przejscia
do przestrzeni sktadowych gtéwnych




Redukcja wymiarowosci: wiasciwosciian
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Sktadowych gtéwnych jest tyle, ile istnieje niezerowych wartosci wtasnych macierzy
kowariancji Sx, czyli tyle ile wynosi rzad R tej macierzy. Ten ostatni rowny jest co
najwyzej min(P, N-1), gdzie P jest liczbg wierszy macierzy danych (liczbg cech) a N

jest liczba kolumn (liczbg prébek).

Dla danych z mikromacierzy P>> N, a rzgd macierzy kowariancji wynosi co najwyzej
N-1. W efekcie, juz samo przejscie do przestrzeni sktadowych gtéwnych powoduje
znaczacy redukcje wymiaru (z P do N-1) przy zachowaniu catosci wariancji danych.
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N
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N

Y
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Dalsze redukcja wymiarowosci przez
odrzucenie skiadowych




Redukcja wymiarowosci: zastosowania BC#

Zastosowania analizy sktadowych gtéwnych:

"zmniejszenie liczby cech przed wtasciwg analizg danych przy uzyciu innej metody,
przykladowo przed klasteryzacja lub klasyfikacja;

"jedno-, dwu- lub tréjwymiarowa wizualizacja danych wielowymiarowych;

"redukcja poziomu szumu w danych,;

"imputacja brakujgcych wartos$ci;

"selekcja cech, np. selekcja grup genéw o wspolnych wzorcach ekspresiji;

"wiele innych ...



Redukcja wymiarowosci: zastosowanialRCANWIzZaliZzatc)H)

Plaszczyzna wyznaczona przez dwie pierwsze skiadowe gtéwne moze postuzyé¢ do
dwuwymiarowej wizualizacji zaleznosci pomiedzy probkami w zbiorze danych. Rzut
danych na ptaszczyzne uzyskuje si¢ uwzgledniajac jedynie dwie pierwsze kolumny
macierzy transformacji 7 (dwa pierwsze wektory wtasne):

Y,=T: X=[t,t,]' X

W analogiczny sposéb uzyskuje sie rzuty jedno- i trojwymiarowe.

Rzut danych na trzy pierwsze Rzut danych na dwie pierwsze e
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Redukcja wymiarowosci: zastosowanie (f2eliice]zl voziormu szurmu)

Redukcja szumu przy uzyciu PCA opiera sie na zatozeniu, ze catosé¢ zawartych w
danych informacji zwigzane jest z K pierwszymi skitadowymi giéwnymi (K <R),
podczas gdy ostatnie sktadowe, majagce najmniejszy udziat w catkowitej warianciji,
niosg gtéwnie szum i moga by¢ pominiete.

Procedura redukcji szumu:

"Wyznaczenie reprezentacji danych w przestrzeni sktadowych giéwnych:

Y=T"X
"Wybér K sktadowych o najwiekszym udziale w catkowitej wariancji danych
"Przeniesienie danych z powrotem do oryginalnej przestrzeni odbywa sie przy

uzyciu macierzy Tk, ztozonej z wektoréw witasnych odpowiadajacych K najwiekszym
wartosciom wiasnym:



Redukcja wymiarowosci: zastosowanialRCANrediKkCI NGNS
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Redukcja wymiarowosci: zastosowanie (f2eliice]zl voziormu szurmu)

Przykiady metod wyboru K skiadowych istotnych dla opisu danych:

"Wybor K sktadowych wyjasniajgcych co najmniej £% (np. 90%) catkowitej warianciji:

K

2

- 100%=E %

"Wyboér na podstawie wykresu wzglednego udziatu skiadowych w sumarycznej
wariancji zbioru danych (tzw. wykresu osypiskowego):

0.45 —

0.4

0.35

0.3

0.25

Punkt, w ktérym udziat kolejnych skladowych
staje sie wyraznie mniejszy

Wizgledny udziatw warinacji
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Mumer skladowe]



Redukcja wymiarowosci: zastosowanialRCANImputac]ENaluaEIsIIRVATN

Brakujaca wartos¢
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Redukcja wymiarowosci: zastosowanialRCANImputac]ENaluaEIsIIRVATN

Brakujaca wartos¢ tymczasowo zastapiona srednig z wiersza

/ N

2
Xw ™ X

P

Przestrzen cech Przestrzen skltadowych gtéwnych




Odtworzona brakujaca wartos¢
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Redukcja wymiarowosci: zastosowania

Brak korelacji pomiedzy cechami w przestrzeni sktadowych gtéwnych powoduje, ze
mozemy probowac je interpretowaé jako efekt wptywu na ekspresje gendéw zbioru
niezaleznych proceséw biologicznych. Pozwala to na selekcje genéw o wzorcach
najsilniej powigzanych z procesami reprezentowanymi przez kolejne sktadowe.

P N N

T X Y

R=N-1 R=N-1

Proces biologiczny 1

Proces biologiczny 2

Proces biologiczny K

Szum P




Redukcja wymiarowosci: zastosowani

Dwa podejscia do selekcji gendw zwigzanych z i-tq sktadowa gtéwna:

"Wartosci i-tej cechy w przestrzeni skltadowych gtéwnych sg kombinacjami liniowymi
wartosci ekspresji wszystkich genéw. Wybieramy geny majace najwiekszy udziat w
powstaniu i-tej cechy w przestrzeni sktadowych gtéwnych, czyli geny, dla ktérych
wartosci bezwzgledne wspoétczynnikéw kombinacji liniowej tworzacej i-ta ceche sg
wieksze od zadanego progu.

Inaczej: wybieramy geny o wartosciach bezwzglednych w i-tej kolumnie macierzy T
wiekszych od zadanego progu.

"Wartosci ekspresji j-tego genu sg kombinacjami liniowymi wszystkich cech w
przestrzeni sktadowych gtéwnych. Wybieramy geny, w ekspresji ktérych wzgledny
udziat i-tej cechy z przestrzeni skladowych gtéwnych przekracza zadany prog.

Inaczej: wybieramy /-ty gen jezeli w j-tym wierszu macierzy T stosunek modut
wartosci i-tego elementu odniesiony do sumy modutéw pozostalych elementow jest
wiekszy od pewnego progu.



Redukcja wymiarowosci: zastosowania BC

Przyktad selekcji cech dla sztucznego zbioru danych ztozonego z 200 ,,genéw” o
wartosciach ekspresji wygenerowanych przez losowe przeskalowanie, dodanie
skladowej statej oraz szumu Gaussowskiego do czterech wzorcéw:

IW1|

18

- rand()

+ rand()

+ randn()




Redukcja wymiarowosci: zastosowania BC

i

Poziom ekspres

W wynikowym zbiorze danych dominujg dwie pierwsze skiadowe gtéwne, ktore
odpowiadaja wzorcom [W1 i W2] oraz [W3].

| PC1: 40,5% wariancii |
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I PC2: 33,68% wariancji !

Poziom ekspresji
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