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Etapy przetwarzania i analizy danych

Wybér metod statystycznych i uczenia sie maszyn uzywanych na etapie analizy
danych jest scisle uzalezniony od celu badan. Stosowane tutaj techniki mozna
w ogoblnosci podzieli¢ na dziatajace z nadzorem lub nienadzorowane.

Metody dziatajace bez nadzoru stosuje sie do wykrywania zaleznosci pomiedzy
probkami i/lub cechami jedynie w oparciu o dane, bez uzywania dodatkowych
informacji (w tym tez nie uwzgledniajac przynaleznosci badanych obiektéw do
zadanych z gory klas). Do metod nienadzorowanych zaliczaja sie m. in.:

- klasteryzacja;
@ techniki redukcji wymiarowosci.

Metody nadzorowane korzystaja z danych i dodatkowej wiedzy, dotyczacej np.
oczekiwanych wartosci na wyjsciu lub sposobu przypisania probek do znanych
klas. Przyktadami zagadnien, w ktorych uzywa sie takich metod sa:

@ klasyfikacja;
@ selekcja cech réznicujacych grupy prébek.
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Klasteryzacja

Klasteryzacja (analiza skupien, grupowanie) oznacza podzielenie zbioru obiektéw na
pewna liczbe roztagcznych klastréw (skupisk, grup), w taki sposob, aby kazdy klaster
zawieral obiekty wzajemnie do siebie podobne (wedle ustalonego kryterium), przy
zachowaniu mozliwie duzego niepodobienstwa do obiektéow z pozostatych grup.

Nieuporzadkowany zbioér obiektow —| Zbiér obiektéw podzielny na grupy

Klasteryzacja odbywa si¢ w sposob nienadzorowany, co oznacza, ze obiekty tgczone
s3 w grupy jedynie w oparciu o zmierzone wartosci opisujacych je cech. Tym samym
jej wykonanie nie wymaga wstepnej wiedzy o przynaleznosci obiektow do znanych z
gory klas (jezeli jednak taka wiedza istnieje, to moze by¢ wykorzystana do nadania
interpretacji wynikom klasteryzaciji).

KLASTERYZACJA

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze klasteryzacja jest technikg o charakterze
odkrywczym (eksploracyjnym), czyli moze postuzyé do wykrywania na podstawie
danych nieznanych wczesniej zaleznosci pomiedzy badanymi obiektami.



Klasteryzacja

Przebieg wnioskowania przy wykorzystaniu klasteryzaciji:

przestrzeni obiektéw do przestrzeni cech).

2.Wykonanie klasteryzacji wektoréw cech opisujacych obiekty.

3.Przeniesienie wynikéw klasteryzacji do przestrzeni obiektéow i préba nadania im
interpretacji w oparciu o dodatkowa wiedze. Zaklada sie przy tym, ze podziat na
klastry w przestrzeni cech odzwierciedla rzeczywiste relacje pomiedzy obiektami.
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Klasteryzacja

Przebieg wnioskowania przy wykorzystaniu klasteryzaciji:

1.Pomiar wartosci cech opisujgcych obiekty (przeniesienie problemu z pierwotnej
przestrzeni obiektéw do przestrzeni cech).

2. Wykonanie klasteryzacji wektoréw cech opisujacych obiekty.

3.Przeniesienie wynikéw klasteryzacji do przestrzeni obiektéow i préba nadania im
interpretacji w oparciu o dodatkowa wiedze. Zaklada sie przy tym, ze podziat na
klastry w przestrzeni cech odzwierciedla rzeczywiste relacje pomiedzy obiektami.
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Klasteryzacja

Przebieg wnioskowania przy wykorzystaniu klasteryzaciji:

1.Pomiar wartosci cech opisujgcych obiekty (przeniesienie problemu z pierwotnej
przestrzeni obiektéw do przestrzeni cech).

2.Wykonanie klasteryzacji wektoréw cech opisujacych obiekty.

3. Przemesleme n|k6w klasteryzaciji do rzestrzeni oblektéw i réba nadama im

klastry w przestrzeni cech odzwierciedla rzeczywiste relacie pomiedzy obiektami.
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Klasteryzacja

Klasteryzacji poddawane moga by¢ zaréwno probki, jak i cechy (np. geny, biatka).
Oba rodzaje obiektow reprezentowane sa przez wektory liczb rzeczywistych, bedace
kolumnami (prébki) lub wierszami (cechy) macierzy danych X.

Grupy cech o podobnych

wzorcach
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Wykonujgc klasteryzacj¢ mamy nadzieje, ze mozliwe bedzie nadanie interpretaciji
biologicznej wykrytym grupom, np. klastry beda zawiera¢ geny uczestniczace w tych
samych procesach biologicznych lub prébki od pacjentéw o jednakowej diagnozie.
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Klasteryzacja

Pomimo pozornej prostoty, zadanie klasteryzacji jest trudne w praktycznej realizaciji,
szczegolnie dla duzych zbioréw danych.

Nawet przy znajomosci wlasciwego kryterium grupowania (co wcale nie jest sytuacja
oczywistg) problemem pozostaje fakt, ze zwykle nie istnieje mozliwos¢ sprawdzenia
wszystkich podziatéw na klastry i wybrania tego, ktéry optymalizuje dane kryterium.

Liczba mozliwych podziatéw zbioru N wektoréw cech na K klastrow wynosi:

LN K= 2 - K

1
K'lZl l

L(10,3)=9330
L(50,4)~5.3-10%
L(100,5)~6.6-10"

W efekcie problem klasteryzacji — z wyjatkiem trywialnych przypadkéw — nie moze
by¢ rozwigzany w sposéb doktadny (optymalny w sensie globalnym). Zamiast tego
stosuje sie réoznego rodzaju algorytmy rozwigzywania go w sposoéb przyblizony.

Spotykane algorytmy znaczaco réznia si¢ pomiedzy soba w wielu elementach, w tym
m.in.: definicja pojecia ,klaster”, funkcjg celu (przyjetym kryterium grupowania) oraz
stosowanymi miarami podobieristwa obiektow.
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Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

W przypadku znacznej czesci algorytmoéw grupowanie odbywa si¢ w oparciu o miare
niepodobiernistwa pomiedzy obiektami zbioru 4. Jest to funkcja d: 4—[0,), ktéra dla
dowolnych elementéw q, b zbioru 4 spetnia warunki:

dla,b)I=0 < a=b
dla,b)>0 < a#b
d(a,b)=d(b,a)

Miara niepodobienstwa jest jednoczesnie metryka (funkcjg odlegtosci) jezeli
dodatkowo dla kazdej tréjki elementéw q, b, ¢ zbioru 4 spetnia nierownos¢ tréjkata:

d(a,c)<d(a,b)+d(b,c)



Klasteryzacja: macierz niepodobienstwe

Znaczna czes¢ algorytmow klasteryzacji korzysta z macierzy niepodobienstwa,
ktorej kazdy element d; reprezentuje wartos¢ miary niepodobienstwa d(i, j)) pomiedzy
i~tym a j-tym obiektem:

d11 dlz d13 le

dzl dzz d23 d2N
D= d31 d32 d32 dSN =

dy, dy, dy; d yy

Z wilasciwosci miary niepodobienstwa wynika, ze jest to macierz symetryczna
(d(i, )=d(, i)), a wszystkie elementy na jej gtdwnej przekatnej sgq rowne 0 (d(i, j)=0).
Oznacza to, ze mozna ograniczy¢ sie¢ do przechowywania jej N(N-1)/2 elementéow
lezacych ponizej (lub powyzej) gtédwnej przekatnej.

MATLAB R
Macierz niepodobienstwa: pdist dist




Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Odlegto$é¢ Euklidesa

Krzywe réwnej odlegtosci od
punktu o wspétrzednych (0,0)
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Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Obie wymienione metryki sg szczegolnymi przypadkami odlegtosci Minkowskiego.

P /g
d(a,b):(z |ai—bi|q)
i=1

Odlegtos¢ Odlegtosé¢ Odlegtosé
miejska Euklidesa Czybyszewa

q=o

Krzywe roéwnej odlegtosci w zleznosci od wartosci q

Wszystkie miary odlegtosci nalezace do tej rodziny zalezg jedynie od wspoétrzednych
punktéw. Jednak istniejg tez miary odlegtosci uwzgledniajace charakterystyke zbioru

vy v v

danych (przykiadami sg wazona odleglés$¢ Euklidesa oraz odlegtosé Mahalanobisa).



Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Wazona odlegtosé¢ Euklidesa

d(a,b):((a—b)TW_l(a—b))m:\/ZP: L (a5

i=1 Wi
W - macierz diagonalna, ktérej element w: na gtédwnej przekatnej jest rowny
estymowanej wariancji i-tej cechy (i-tego wiersza macierzy danych X):

N
w _S2_62__1 (x,—x)
i Qi i . ij i
N-1%

Dzieki wagom uwzgledniane s3g réznice skali (rozrzutu wartosci) pomiedzy cechami.

L N I T S A - B S |
L L L 1 1 T T

Jezeli wariancja kazdej cechy rowna sie 1 (np. w wyniku standaryzaciji), to odlegtosé¢
ta jest rownowazna zwyktej odlegtosci Euklidesa.



Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Odlegto$¢é Mahalanobisa

d(a,b)=((a=b) W (a—b)|"

W — symetryczna macierz rowna estymowanej macierzy kowariancji cech:

N
W=s=% =ﬁ (xi—f)(xi—y‘c)TZﬁ(X—x)(X—f)T
Odlegtosé ta uwzglednia nie tylko réznice w rozrzutach wartosci cech, ale réwniez
korelacje wystepujace pomiedzy cechami.

..'{"'f{"f | varpa) = 1
s . Var(X2) =3
& ” 2 0 Corr(X1,X2) = 0.7

L T e T N T 2 N =
T T T T T T T T T

W przypadku braku korelacji jest tozszama z wazong odlegtoscia Euklidesa.



Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Odlegto$¢é Mahalanobisa

d(a,b)=((a=b) W™ (a—b)|"

W — symetryczna macierz rowna estymowanej macierzy kowariancji cech:

N
W=s=% =ﬁ (xi—f)(xi—y‘c)TZﬁ(X—x)(X—f)T
Odlegtosé ta uwzglednia nie tylko réznice w rozrzutach wartosci cech, ale réwniez
korelacje wystepujace pomiedzy cechami.

L T e T N T 2 N =
T T T T T T T T T

..'{"'f{"f | varpa)y = 1 /
CT Var(X2) =3 , — - ' — -
. " S Corr(X1,X2) = 0.7 h—— Odlegtosé Mahalanobisa d(u, b) mozna interpretowaé

jako odlegtos¢ miedzy wektorem b, a P-wymiarowym
rozkladem normalnym N(u, Z). Wéwczas linie réownej
odlegtosci od wektora wartosci srednich y oznaczaja
linie jednakowego prawdopodobienstwa.

W przypadku braku korelacji jest toisza1




Klasteryzacja: miary niepodobienstwa

Miary niepodobienstwa wynikajace ze wspoétczynnika korelacji
d(a,b)=1—r(a,b)
dla,b)=1-r(a,b)

gdzie r(a, b) jest wspotczynnikiem korelacji (liniowej lub Spearmana) pomiedzy « i b.

Obie s3 niezalezne od wariancji i wartosci srednich cech, dzieki czemu pozwalajq
grupowac cechy o podobnych wzorcach nawet w przypadku braku normalizaciji.
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Klasteryzacja: rozne definicje kiastra

Najistotniejszym elementem kazdego algorytmu jest sposéb w jaki zdefiniowane sg
klastry. Najczesciej spotykanymi podejsciami s3:

"brak formalnej definicji klastréw: algorytm tworzy jedynie hierarchiczng strukture
odwzorowujaca relacje podobienstwa pomiedzy wektorami cech. Przyktadami tej
kategorii sg algorytmy aglomeracyjnej klasteryzacji hierarchicznej;

Graficzna reprezentacja podobienstwa
pomiedzy wektorami cech

Progowa wartos¢ podobienstwa / l>
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Klasteryzacja: rozne definicje kiastra

Najistotniejszym elementem kazdego algorytmu jest sposéb w jaki zdefiniowane sg
klastry. Najczesciej spotykanymi podejsciami s3:

" klastry reprezentowane poprzez centroidy, czyli ,centralne” wektory, wokoét ktérych
grupowane sg elementy zbioru danych. Liczba centroidéow moze by¢ narzucona z
gory lub wynika¢ dziatania algorytmu. Przyktad: algorytm K-Srednich;
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Klasteryzacja: rozne definicje kiastra

Najistotniejszym elementem kazdego algorytmu jest sposéb w jaki zdefiniowane sg
klastry. Najczesciej spotykanymi podejsciami s3:

"klastry reprezentowane przez wielowymiarowe rozktady prawdopodobienstwa:
wektory przypisywane sa do danego klastra na podstawie prawdopodobienstwa, ze
pochodzg one ze zwigzanego z tym klastrem rozktadu. Typowym przykiadem tego
podejscia jest klasteryzacja za pomocg algorytmu E-M (Expectation-Maximization);

Rozktady prawdopodobienstwa
reprezentujace klastry




Klasteryzacja: rozne definicje kiastra

Najistotniejszym elementem kazdego algorytmu jest sposéb w jaki zdefiniowane sg
klastry. Najczesciej spotykanymi podejsciami s3:

"klastry jako obszary o wiekszej gestosci niz reszty przestrzeni cech: wektory
tworzg wspolny klaster jezeli wzajemnie znajdujg sie¢ na swoich listach sgsiadow.

Klasycznymi przyktadami sg algorytmy DBSCAN i Jarvisa-Patricka.
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Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Jednga z najpopularniejszych metod dzielenia zbioru danych na z géry zadang liczbe
klastrow jest algorytm K-Srednich (K-means).

W algorytmie tym kazdy klaster C;reprezentowany jest przez swoj centroid ¢, bedacy
wektorem wartosci srednich wektorow x; wchodzacych w skiad klastra:

1 <
cJ:Fin

ji=1

gdzie N;=|C)| jest liczba wektoréw w klastrze C..

Przynaleznos¢ wektora x; do klastra C; ustalana jest na podstawie wartosci miary
niepodobienstwa do centoridu c¢;.

Centroid 2

2r o o

1 o Centroid 1

MATLAB R 1 1 1 1 1 1 l 1 1
K-srednich: kmeans kmeans 1 2 3 4 5 B 7 f 9




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Celem algorytmu jest minimalizacja sumarycznej dyspersji podziatu (x={Ci,.., Ck},
rownej sumie odlegtosci wektoréow od centroidow klastréw, do ktérych naleza:

D(CK):i Z d(xi’cj)

Jj=1 xeC;

Przy uzyciu kwadratu odlegtosci Euklidesa jako miary niepodobienstwa, dyspersja
D((x) podzielona przez liczbe wektoréow N jest rowna biedowi sredniokwadratowemu
reprezentacji danych, w ktérej wektory zastepowane sg centroidami swoich klastrow.

ar 0 _

T € Centroid 2

b Sl .
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4r Centroid 1 O .
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Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Klasteryzacja rozpoczyna sie od utworzenia K wstepnych centoidow (np. poprzez
losowy wybér wektorow ze zbioru danych). Wokét poczatkowych potozen
centroidow tworzone s3a klastry (wektory przypisywane sa do najblizszych im
centroidow), a nastepnie w sposéb iteracyjny powtarzane sg dwa kroki:

"okreslane sa prawdziwe potozenia cetroidéw (jako wektory wartosci srednich
wektoréow wchodzacych w skiad poszczegolnych klastrow);

"kazdy wektor zbioru danych przypisywany jest do klastra C;, ktérego centroid c¢;
znajduje sie najblizej.

Algorytm przerywany jest w momencie gdy klastry otrzymane w danej iteracji nie
réznia sie w znaczacy sposob od tych otrzymanych w poprzedniej iteracji, co jest
rownowazne spetnieniu warunku:

gdzie: D:-dyspersja podziatu zbioru danych na klastry w i-tej iteraciji;
T — zadany proég (jakas mata wartosgé).



Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

Y= 1.0 1.0 20 40 50 50 70 80 80 9.0
1.0 2.0 30 3.0 20 7.0 60 4.0 80 5.0




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

Y= 1.0 1.0 20 40 50 50 70 80 80 9.0
1.0 2.0 30 3.0 20 7.0 60 4.0 80 5.0

Inicjalizacja: losowy wybér poczatkowych centroidow

K=2

M—




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

AR o

Inicjalizacja: wyznaczenie klastrow wokét poczatkowych centroidow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

AR o

Ilteracja 1: okreslenie potozenia centroidéw klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R o

lteracja 1: ponowne przypisanie wektoréw do klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R o

Ilteracja 2: okreslenie potozenia centroidéw klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

V05050 30 3050 508 20

lteracja 2: ponowne przypisanie wektoréw do klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

V05050 30 3050 508 20

lteracja 3: okreslenie potozenia centroidéw klastrow
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Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R Bk

lteracja 3: ponowne przypisanie wektoréw do klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R Bk

lteracja 4: okreslenie potozenia centroidéw klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R Bk

lteracja 4: ponowne przypisanie wektoréw do klastrow

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm K-srednich

Zbiér danych:

R Bk

lteracja 5: okreslenie potozenia centroidéow klastrow (brak zmian — koniec)

K=2 I




Klasteryzacja: algorytm  K-srednich (przykiadidziaianis)

Przykiad klasteryzacji K-srednich syntetycznego zbioru danych ziozonego z 200
»genow” o wartosciach ekspresji wygenerowanych przez losowe przeskalowanie,
dodanie skladowej statej oraz szumu Gaussowskiego do czterech wzorcow:

[wi]

18

- rand()

+ rand()

+ randn()




Klasteryzacja: algorytm K-srednichi(przykiadidziaianis)

Wynik klasteryzacji dla K = 4 i korelacyjnej miary niepodobienstwa:

Usrednione wzorce ekspresji
grup genéw

>\
-
B g




Klasteryzacja: algorytm K-srednich (wieloStaioWwose)

Algorytm K-srednich gwarantuje zbieznos¢ (dyspersja D({k) w danej iteracji nigdy nie
jest wieksza niz w poprzedniej), co nie oznacza jednak, ze otrzymany podziat zbioru
bedzie optymalny w sensie globalnym. Ponadto istnieje zaleznos¢ uzyskanego
podziatu od losowego wyboru poczatkowych potozen centroidéw, tak wiec kolejne
uruchomienia algorytmu mogq prowadzi¢ do réznych klastréow:

Prébki przypisane do réznych klastrow w dwéch kolejnych
uruchomieniach algorytmu na tych samych danych
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Prostym (ale bardzo skutecznym) rozwigzaniem tego problemu jest implementacja
wielostartowa: algorytm uruchamiany jest wielokrotnie, za kazdym razem z innymi

(losowymi) potozeniami poczatkowych centroidéw, a nastepnie wybierany jest
podziat o najmniejszej wartosci dyspers;ji.



Klasteryzacja: algorytm K-srednichi(ustalanieNpocZaiiCNWHiicEI i)

Alternatywa dla implementacji wielostartowej jest uzycie jednej z metod ustalania
poczatkowych potozen centroidéw. Przyktadami tego typu metod moga by¢:

"wykonanie wstepnej klasteryzacji dla losowo wybranego podzbioru wektorow
(przyktadowo dla 10% prébek). Uzyskane w ten sposéb centroidy stajg sie punktami
startowymi dla wiasciwej klasteryzacji catego zbioru danych;

"algorytm K-means++: pierwszy centroid wybierany jest losowo (z rozkiadem
jednostajnym) ze wszystkich wektoréw zbioru danych, kazdy kolejny wybierany jest
sposréod pozostalych wektorobw réwniez w sposéb losowy, ale =z
prawdopodobienstwem proporcjonalnym do kwadratu odlegiosci od najblizszego
juz wybranego centroidu;

"potaczenie algorytmu K-Srednich z metodg optymalizacji globalnej (np. algorytmem
genetycznym lub symulowanym wyzarzaniem), co zmniejsza ryzyko przedwczesnej
zbieznosci procesu klasteryzacji po osiggnieciu lokalnego minimum funkcji celu.
Takie potaczenie jest ,madrzejsza” wersja wielostartowosci, w ktérej punkty
startowe dla kolejnych uruchomien algorytmu K-srednich nie sg wybierane losowo
tylko sq optymalizowane przez algorytm globainy.



Klasteryzacja: algorytm K-srednich/(estymacjaliczyaliastesi)

Powaznym ograniczeniem algorytmu K-Srednich jest to, ze zawsze dzieli on zbiér
danych na zadang liczbe klastréw, niezaleznie od faktycznej struktury tego zbioru.

Optymalizowane kryterium nie chroni przed narzuceniem nadmiernej liczby klastréw,
bo dyspersja D((x) jest tym mniejsza, im wiecej jest klastrow (gdy kazdy wektor jest
osobnym klastrem wynosi ona 0).

K=4;D=98 ~ = J K = 10; D(Cio) = 0.0 '
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Klasteryzacja: algorytm K-srednichi(estymac)alicZyakiasiign)

Konieczne jest ustalanie prawidtowej liczby klastrow ,,na oko” (np. na podstawie
pewniej wiedzy a priori na temat zbioru danych) lub korzystajagc z dodatkowych
algorytmow estymaciji liczby klastrow.

Podstawg dziatania metod estymaciji liczby klastrow jest zatozenie, ze ,,dobry”
podziat charakteryzuje sie nie tylko matym rozproszeniem wektoréow w klastrach
(matg zmiennoscia wewnatrz klastréw, czyli dyspersjg), ale takze mozliwie duzym
oddaleniu od siebie srodkéw klastrow (duza zmiennoscia pomiedzy klastrami).

8+ o
7H e
Zmiennos¢ wewnatrz klastrow
5t O
4t o

3r o ]

5L o Zmiennos¢ pomiedzy klastrami




Klasteryzacja: algorytm K-srednich/(estymacjaNiczyaiasiigsmn)

Metody estymacji liczby klastrow najczesciej dziatajg we wspoétpracy z algorytmem
klasteryzacji. Ogélny schemat ich dziatania mozna przedstawi¢ w trzech krokach:
"wykonanie klasteryzaciji dla r6znej liczby klastrow (K =2, 3, ...);

"wyznaczenie dla kazdego K wartosci liczbowego wskaznika jakosci podziatu QO;

"wybranie liczby K, dla ktérej wartos¢ wskaznika jest maksymalna.

K=2; 0({)=21.29 ' ' ' ' ' K=10; 0({10)=0.0
aT o . 8l o
7 o 7
6 oo 6
5 o 5 o
4 o . 4 o
3 o O 3 O
2t o H o 2t o o
1o 1+ o

Poszczegdlne metody roznig sie sposobem zdefiniowania liczbowego wskaznika,
bedacego miarg stosunku rozrzutéw pomiedzy klastrami i wewnatrz nich.



Klasteryzacja: algorytm K-srednichi(estymac)alicZyakiasiign)

Przyktadem liczcbowego wskaznika pozwalajagcego oceni¢ jakos¢ podziatu na klastry
jest indeks Caliniskiego-Harabasza, ktory dla zbioru N wektoréw przyjmuje postac:

H(é[{):

gdzie tr(X) oznacza slad macierzy X, czyli sume elementéw na gtéwnej przekatnej.

W((x) jest symetryczng macierzg o wymiarze P x P (P to liczba cech), zwang macierzg
zmiennosci wewnatrz klastréw (WSS - Within Sum of Squares).

:ZK: Z <xi_cj)(xi_cj)T C;= Niixl

Jj=1 x,eC, j =l

gdzie ¢; to centroid j-tego klastra, a /j jest liczebnoscig tego klastra.

B({x) to symetryczna macierz o wymiarze Px P, okreslana macierzag zmiennosci
pomiedzy klastrami (BSS — Between Sum of Squares):

K 1 N
— =\7 - _
:ZINJ.(CJ-—X><CJ-—X> x—ﬁ;xi
J= 1=

gdzie 3 to wektor wartosci srednich Caiego zbioru danych (wszystkich N wektoréow).



Klasteryzacja: algorytm K-srednich/(estymacjaliczyaliastesi)
Wielkos¢ tr(W(k))/ (K-1) jest miarg rozproszenia wektoréw wokét centroidéw, do
ktorych zostaty one przypisane, tym samym odpowiada dyspersji D((x), ktéra jest
minimalizowana podczas dzialania algorytmu K-srednich. Dla dobrego podziatu na
klastry powinna by¢ mozliwie mata.

Wielkos¢ tr(B(Lx)) / (N-K) jest miarg rozproszenia centroidéw wokoét ogdinej Sredniej
calego zbioru danych. Dla dobrego podziatu na klastry powinna by¢ jak najwieksza.

= o
Zmiennos¢ wewnatrz klastrow

tr(W(CK)) / (K-1) | v
5| / o
41 & -
3t & / .
I : Zmiennos¢ pomiedzy klastrami

tr(B(CK)) / (N-K) 1

1 | 1 | 1 | 1 1
1 2 3 4 5 B 7 g 9

Oznacza to, ze dobre podziaty bedg charakteryzowaé sie duzg wartoscig indeksu CH.



Klasteryzacja: algorytm K-srednichi(estymac)alicZyakiasiign)

Wybér optymalnej liczby klastrow polega na wykonaniu klasteryzacji dla pewnego
zakresu wartosci K i przyjeciu tej, dla ktérej indeks CH jest najwiekszy.

K=2; CH({2) =21.29 . . . . K=4; CH(s) =20.74
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Innym przyktadem wskaznika uzywanego do estymacji liczby klastrow jest miara

Ly MaCiaNICZINARIISTIEN)

silhouette, ktora dla kazdego wektora w zbiorze danych definiowana jest jako:

sil, =

gdzie: a: — srednia odlegtos¢ miedzy i-tym wektorem a pozostalymi wektorami z tego

b.—a,

max (a,,b,)

samego klastra (jest miarg rozproszenia wewnatrz klastra);

bi — najmniejsza srednia odlegtos¢ pomiedzy i-tym wektorem a wektorami z

pozostatych klastrow (jest miarg rozproszenia pomiedzy klastrami).

Miara si/; przyjmuje wartosci z zakresu [-1;1], przy czym im wieksza jest jej wartose¢,
tym i-ty wektor mniej rézni sie do innych wektoréw z danego klastra, i jednoczesnie
tym bardziej rézni sie od wektoréw z pozostatych klastrow (czyli wysoka wartos¢ sil:

swiadczy o prawidtowym przypisaniu i-tego wektora do klastra).

Wykres wartosci sil dla ,,dobrego” podziatu na klastry
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MATLAB R
Silhouette: silhouette silhouette

mean

5 = 0.32693
1

Wykres wartosci sil dla ,,stabego” podziatu na klastry
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Klasteryzacja: algorytm K-srednich (estymn;

sil (&)

ACJANICZNAIaSIEN)

Jako wskaznik jakosci podziatu zbioru danych na klastry mozna przyjaé usredniong
po wszystkich N wektorach wartosé miary sil::

i

Optymalnym K jest to, dla ktérego wartosé¢ usrednionej miary si/ jest maksymalna.

K=2;sil (C2)=055 |

K = 4; sil (&) = 0.44

o]
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K=3;sil (53)=045 |

K =5; sil (&5) = 0.42
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Uczenie maszynowe w bioinformatyce

Wyktad 6: klasteryzacja (metody density-based)

Tymon Rubel

Zaktad Elektroniki Jadrowej i Medycznej
Instytut Radioelektroniki i Technik Multimedialnych PW




Klasteryzacja: density-basedi clustering

Algorytmy ,,gestosciowe” (density-based) definiujg klastry jako obszary przestrzeni

o duzej gestosci, w ramach ktérych wektory cech wzajemnie znajduja sie na swoich
listach najbardziej podobnych sgsiadow.

Podstawowymi zaletami takiego podejscia s3:

"brak koniecznosci okreslania z gory liczby klastrow;
"niezaleznos¢ od ksztattow klastrow;

"odpornosé¢ wobec punktéw odstajacych, ktore traktowane s3a jako szum.

a3

— Szum - punkty poza klastrami
Klastry traktowane jako obszary o / AR
o duzej gestosci B T
] g¢ - AT
v K ‘l“‘- — &
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Klasteryzacja: density-based clusterngialgoenytmsanviSaEEaiigine)

W algorytmie Jarvisa-Patricka dwa wektory sa przypisywane do tego samego klastra
jezeli spetnione sa dwa warunki:

"znajduja sie one nawzajem na swoich listach K najblizszych sasiadow;

"majgq co najmniej L wspolnych sgsiadéw w rozpatrywanym otoczeniu o wielkosci K.

Pierwszy z parametrow decyduje przede wszystkim o wielkosci uzyskanych
klastrow, podczas gdy drugi odpowiada za ich ,,gestos¢”.
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Klasteryzacja: density-basedi clustering

zlfefopying DESCAN)

Algorytm DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise)
opiera si¢ na koncepcji tagcznosci gestosciowej (density-connectedness) i tworzy

klastry zgodnie z nastepujacymi zatozeniami:

"punkt P, ktérego otoczenie o promieniu ¢ zawiera co najmniej minPts punktow
(wliczajgc w to P) jest traktowany jako ziarno (core point) i kazdy jego sasiad jest

wigczany do klastra;

"jezeli ktorys z sasiadow stanowi jednoczesnie core point, to proces rozszerzania
klastra jest kontynuowany réwniez w jego otoczeniu o promieniu &;

"pozostali sgsiedzi stanowia tzw. punkty brzegowe (border point);

"punkty nie znajdujgce si¢ w otoczeniu zadnego core point stanowig szum (noise).

DBSCAN:

MATLAB

dbscan

R

dbscan

Border >



Klasteryzacja: density-based! clusteringialgon/imidissean)

Zbiér danych:

~{1.0 1.0 2.0 40 50 50 7.0 80 80 9.0 13

X =
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minPts =3; £=2.5
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Klasteryzacja: density-based! clusteringialgon/imidissean)

Zbiér danych:

Y= 1.0 1.0 2.0 40 50 50 70 80 80 90 13
1.0 20 3.0 30 20 7.0 60 40 80 50 12

minPts =3; £=2.5
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Klasteryzacja: density-basedclusteringj(algomR/inmbiEiSEAn)

Zbiér danych:

1.0 1.0 2.0 40 50 50 70 80 80 90 13
1.0 20 3.0 30 20 7.0 60 40 80 50 12

X =

| minPts =3; £=2.5 !
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Klasteryzacja: density-based clusteringi{@lgon/tmipisiSE/AN)

Zbiér danych:

1.0 1.0 20 40 50 50 70 80 80 90 13
1.0 20 3.0 30| 20 7.0 60 4.0 80 50 12

X =

| minPts =3; £=2.5 !
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Klasteryzacja: density-based clusteringi{@lgon/tmipisiSE/AN)

Zbiér danych:

1.0 1.0 20 40 50|50 70 80 80 90 13
1.0 20 3.0 30 20|70 60 40 80 50 12

X =

| minPts =3; £=2.5 !
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Klasteryzacja: density-based clusteringi@

Zbiér danych:

X =

1.0 1.0 2.0 40 5.0

minPts =3; £=2.5

GORYUTNDISSISAN)

50 70 80 80 9.0 13
1.0 20 30 30 20 70 60 40 &80 50 12
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Klasteryzacja: density-based! clusteringialgon/imidissean)

Zbiér danych:

1.0 1.0 20 40 50|50 70 80 80 90 13
1.0 20 3.0 30 20|70 60 40 80 50 12

X =

minPts =3; £=2.5

Szum (noise point)
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Klasteryzacja: density-based clusteringi@lgoyimuvisSeAN)

Zbiér danych:

R B

| minPts =3; £=2.5 !

12} ol

Szum moze zosta¢ wiaczony do klastra przez
ziarno (stanie sie punktem brzegowym)
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Klasteryzacja: density-based clusteringi@lgoyimuvisSeAN)

Zbioér danych:
Y= 13
12

| minPts =3; £=2.5 !

12| ol

10




Klasteryzacja: density-based clusteringi@lgoyimuvisSeAN)

Zbioér danych:
Y= 13
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| minPts =3; £=2.5 !
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Klasteryzacja: density-based clusteringi@lgoyimuvisSeAN)

Zbioér danych:
Y= 13
12

| minPts =3; £=2.5 !
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Klasteryzacja: density-based clustering (@lgom/tmb

Zbiér danych:

SRR
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Uczenie maszynowe w bioinformatyce

Wyktad 6: klasteryzacja (algorytmy hierarchiczne)
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Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne

Podstawa dziatania algorytméw hierarchicznej klasteryzacji aglomeracyjnej jest
iteracyjne fgczenie grup powstatych w poprzednich krokach, przy czym poczatkowo
kazdy z obiektow stanowi osobng grupe.

Graficzng reprezentacja efektow dziatania algorytmu jest dendrogram, czyli drzewo
binarne, w ktérym diugosci gatezi odwzorowuja odlegtosci pomiedzy obiektami.

Zbior danych w przestrzeni cech

Dendrogram
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MATLAB R

Klasteryzacja hier.: 1inkage/dendrogram
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Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne

W przypadku klasteryzacji hierarchicznej nie operujemy wprost definicjg klastra,
jednak na podstawie dendrogramu mozna podzieli¢ zbiér danych na zadang liczbe
grup. Dokonujemy tego wybierajac najwyzej potozone wezly lub utworzy¢ klastry
ztozone z obiektéw o niepodobienstwie mniejszym od pewnego progu.

Zadany prog miary niepodobienstwa

Podziat zbioru dla danego progu Dendrogram

miary niepodobienstwa 1
7 .:3-5 i *
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Klasteryzacja: algorytmy hierarchicz

Ogoélny schemat dziatania algorytméw aglomeracyjnej klasteryzaciji hierarchicznej:

"utworzenie N klastrow odpowiadajacych N obiektom zbioru danych;
"wyznaczenie macierzy niepodobienstwa obiektéow ze zbioru danych;

"iteracyjne powtarzanie dwoch krokéw, az do momentu gdy wszystkie obiekty
potaczone zostang w pojedynczy klaster:

1. polaczenie klastrow 4 i B, pomiedzy ktérymi jest najmniejsza wartos¢ miary
niepodobienstwa w jeden klaster 4U B (zawierajacy elementy obu taczonych
klastrow). Towarzyszy temu utworzenie nowego wezia w drzewie o diugosci
gatezi zaleznej od wartosci miary niepodobienstwa potaczonych klastréow.

2. aktualizacja macierzy niepodobienstwa poprzez obliczenie wartosci miary
niepodobienstwa nowego klastra 4U B do wszystkich pozostatych (usuniecie
wierszy i kolumn odpowiadajacych klastrom 4 i B oraz dodanie kolumny i
wiersza odpowiadajacych potgczonemu klastrowi 4U B).

Elementem réznigcym poszczegoélne rodzaje algorytmow jest sposéb wyznaczania
odlegtosci pomiedzy nowym klastrem AU B a pozostatymi.



Klasteryzacja: algorytmy hierarchicznesredniegoawiazanid)

W algorytmie Sredniego wigzania (average linkage, UPGMA - Unweighted Pair-Group
Method with Arithmatic Mean) miara niepodobienstwa d(4, B) pomiedzy klastrami A i
B definiowana jest jako srednia arytmetyczna miar niepodobienstw d(a,b) pomiedzy
wszystkimi parami elementéw nalezacych do tych klastrow:

N, N, A B
dl\ A4, B)Z dla,b,
. . L ; ; . Srednia
gdzie N: i Ns oznaczajq liczby elementow klastrow 4 i B. W

d(A, B)

Wartosé miary niepodobienstwa d(C, (41U B)) pomiedzy potgczonym klastrem 4U B a
klastrem C moze réwniez zosta¢ wyznaczona jako:
d(C,(AUB))=

d(C,A)+ d(C,B)

N+ NB N+ NB

Wzér ten jest rownowazny temu podanemu na gorze, ale w praktyce wygodniejszy,
gdyz nie wymaga przechowywania pierwotnej macierzy niepodobienstwa (w kazdej
iteracji nowa macierz wyznacza sie w oparciu o wartosci z poprzedniej iteracji).



Klasteryzacja: algorytmy hierarchicznesredniegoawiazanid)

Inicjalizacja: utworzenie klastra dla kazdego obiektu i wyznaczenie wartosci miar

niepodobienstwa pomiedzy kazda para obiektéow

A B C D
A 0
B 2 0
C 6 6 0
D 6 6 4 0




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonviazaii)

lteracja 1: wybor i potaczenie pary klastrow o najmniejszym niepodobienstwie

A B C D
A 0
B 2 0
C 6 6 0
D 6 6 4 0




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonwviazaiix)

lteracja 1: aktualizacja macierzy niepodobienstwa (zgodnie ze schematem UPGMA)

A B C D
A 0
B 0
c G 8RO
D 6 6 \ | O

AB cC \D
AB 0O \
: /,Cg) . o\

7
d(AB,C) = N1/ (N++N&) * d(A,C) + N&/(N++N&z) - d(B,C) =
=1/(1+1) - 6+1/(1+1) - 6=6




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonwviazaiix)

lteracja 1: aktualizacja macierzy niepodobienstwa (zgodnie ze schematem UPGMA)

A B C D

A 0

B 2 0

C 66 0

D |G exnN 4 | 0
AB C \\D

AB 0 \

C 6 0 \

D (6) 4

)
ad *
d(AB,D) = N4/ (N4+Ng) * d(A,D) + Ne/(Na+Ng) * d(B,D) =
—1/(1+1) - 6+ 1/(1+1) - 6=6




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonwviazaiix)

lteracja 2: wybor i potaczenie pary klastréw o najmniejszym niepodobienstwie

AB C D
AB 0
C 6 0
D 6 4 0




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonwviazaiix)

lteracja 2: aktualizacja macierzy niepodobienstwa (zgodnie ze schematem UPGMA)

AB C D
AB 0
cC | [+6 0
D | \6/\N\4 0
AB | CD\| -3
AB 0 )
cb | (6 0
d(CD, AB) = Nc!/ (Nc+Nb) * d(AB,C) + No ! (Nc+Nb) - d(AB,D) = ,

=1/(1+1) - 6+ 1/(1+1) - 6=6




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(Sredniegonwviazaiix)

lteracja 2: wybor i potaczenie pary klastrow o najmniejszym niepodobienstwie

AB CD

AB
CD

o

(0))
o




Klasteryzacja: algorytmy hierarnchiczne|pojedynczeuoRViaaiiid)

W algorytmie pojedynczego wigzania (najblizszego sgsiedztwa, single linkage) miara
niepodobienstwa d(4, B) pomiedzy klastrami 4 i B definiowana jest jako najmniejsza
wartos¢ niepodobienstwa pomiedzy elementami tych klastrow:

A az
d(A,B)z min d(a,b) a
a€A,beB o

Aktualizacja niepodobienstwa d(C, (AU B)) pomiedzy nowo utworzonym klastrem
AU B a klastrem C nastepuje zgodnie z zaleznoscia:

d(C,(AUB)):min{d(C,A),d(C,B)}:%(d(C, A)+d(C,B)-|d(C,4)-d(C, B)|



Klasteryzacja: algorytmy hierarchicznepeinegomwiazatia)

W algorytmie peinego wigzania (najdalszego sasiedztwa, complete linkage) miara
niepodobienstwa d(4, B) pomiedzy klastrami 4 i B definiowana jest jako najwieksza
wartosci niepodobienstwa pomiedzy elementami tych klastréow:

A B
d(A4,B)= max d(a,b) é d(A, B) 8
a€A,beB

Aktualizacja niepodobienstwa d(C, (AU B)) pomiedzy nowo utworzonym klastrem
AU B a klastrem C nastepuje zgodnie z zaleznoscia:

d(C.(AUB))=max|d(C,4).d(C, B)]:%(d(C,A)+ d(C,B)+|d(C, 4)-d(C,B)|



v

Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczne(SrodkowicieZiosSEl)

W algorytmie Srodkdéw ciezkosci (centroidéw, UPGMC - Unweighted Pair-Group
Method with Centroid) odlegtosé¢ d(4, B) pomiedzy klastrami 4 i B definiowana jest
jako odlegtosé pomiedzy centroidami tych klastréw (bedacych wektorami wartosci
srednich elementéw nalezacych do klastrow):

d(A4,B)=d(a,b)

W przypadku stosowania odlegtosci Euklidesa jako miary niepodobienstwa
aktualizacja d(C, (AU B)) pomiedzy nowo utworzonym klastrem 4U B a klastrem C
nastepuje zgodnie z zaleznoscia:

N, N,
= A B)—
d(C,(4UB)) NA+NBd(C’ )+ NA+NBd(C’ )




Klasteryzacja: porownanie algonrytmow hierar

IJJ"‘/IJJ
o i
o7 i
510 ]
ob .
7 &8 9

Zadany prég miary niepodobienstwa

12345679 810

12345679 810

12345679 810




Klasteryzacja: porownanie algorytmow:hierarciicznyct

Peinego wigzania

o i

ob .

o7 i

510 ]

of -

o3 o |

o2 N |

o .
. . . . . . . . .
1 2 3 4 5 B 7 8 4

Sredniego wiazania

Zadany prég miary niepodobienstwa

12345679 810

12345679 810

Pojedynczego wigzania

12345679 810




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczneprzykiadidzaiaiii)

Przyktad klasteryzacji UPGMA sztucznego zbioru danych ztozonego z 200 ,,genéw” o
wartosciach ekspresji wygenerowanych przez losowe przeskalowanie, dodanie
skladowej statej oraz szumu Gaussowskiego do czterech wzorcéw:

IW1|

18

- rand()

+ rand()

+ randn()




Klasteryzacja: algorytmy hierarchiczneprzykiadidzaiaiii)

Wynik klasteryzacji dla progu korelacyjnej miary niepodobienstwa rownego 0.2:

Usrednione wzorce ekspresji
grup genoéw
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