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Statystyczny opis danych pomiarowychirozkiadyaeunewWyiniEiemwe

Najprostszym sposobem opisu statystycznego danych z wielkoskalowych technik
pomiarowych (i oczywiscie réwniez wielu innych rodzajow danych) jest zatozenie, ze
poszczegolne atrybuty (np. geny, biatka, ...) s niezaleznymi cechami iloSciowymi
badanej populacji. Kazda z tych cech jest traktowana jako zmienna losowa
charakteryzujgca si¢ jednowymiarowym ciggtym rozktadem prawdopodobienstwa.

1 Rozktad wartosci pierwszego pierwszej cechy
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Rozktad prawdopodobienstwa cechy: opis

Zz) gofoc:) fUniel gastosc]

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (PDF — Probability Density Function) ciagtej

zmiennej losowej X nazywamy nieujemng funkcje spetniajgca warunki:

Pr(x,< X< x2)=_xf f(x)dx

X
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f f(x)dx=1
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Dystrybuantg (CDF - Cumulative Distribution Function) ciagtej zmiennej losowej X
jest niemalejaca, przynajmniej lewostronnie ciagta funkcja, dla ktérej zachodzi:

Wartosci PDF:

Wartosci CDF:

MATLAB
pdf
normpdf
poisspdf
tpdf

cdf
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F(x)=Pr(X<x)

f(x)

PDF
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F(a)=P(X<=a)




Rozktad prawdopodobienstwa cechy: opiSiZaipomoCailaaITbyl
Cecha charakterystyczna rozktadu jest zbiér wartosci jego kwantyli.

Kwantylem rzedu p ciggtego rozkiadu zmiennej losowej X okresla si¢ wartos¢ x,, dla

ktorej zachodazi:
Pr (XS xp):F(xp):p

Szczegdlnymi przypadkami kwantyli sg te, ktére dzielg pole powierzchni pod krzywa
funkcji gestosci prawdopodobienstwa na réwne czesci (a tym samym zakres
wartosci dystrybuanty na przedziaty o rownej ditugosci). Przyktadami moga byé¢:
"percentyle — kwantyle rzedu 1/100, 2/100, ... , 99/100;

"kwartyle (01, 02, 03) — kwantyle rzedu 1/4, 2/4, 3/4;
"mediana — kwantyl rzedu 1/2 (drugi kwartyl).

Obszary o rownych polach powierzchni

MATLAB R
Kwantyle: icdf =
norminv gnorm I I !
poissinv gpois (31 (22 (23

tinv gt




Rozkiad prawdopodobienstwalcechy: opiSiZapomoCaNibIieIiE,

Liczbowymi charakterystykami ksztattu rozkitadu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej sq wartosci funkcji zwanych momentami.

Moment zwykly 4-tego rzedu (k=1, 2, ...) zmiennej losowej X jest definiowany jako
wartos¢ oczekiwana i-tej potegi tej zmiennej. W przypadku zmiennej losowej typu
ciggtego dany jest on zaleznoscia:

Moment centralny i-tego rzedu ciggtej zmiennej losowej X jest definiowany jako:

+ o0

w,=E[(X—E[X]))"]= [ (x—E[X])* f(x)dx

—0o0



Rozkiad prawdopodobienstwalcechy: opiSiZapomoCaNibIieIiE,

Najczesciej wykorzystywanymi momentami s3:

"Wartoéé oczekiwana (pierwszy moment zwykly): E|[X |= f x f(x)dx

Parametr ten okresla potozenie srodka ciezkosci rozkiadu. Nie nalezy go myli¢ z
wartoscig o najwiekszym prawdopodobienstwie wystepowania (modq) i wartoscia
dzielaca rozktad na dwie czesci o rownych polach (mediang), bo w przypadku wielu
rozktadéw wielkosci te sa rézne.

+

*Wariancja (drugi moment centralny): Var[ X |=E[(X—E[X])’]= f (x—E[X])* f(x)dx
Jest parametrem opisujacym ,,szerokos¢” rozktadu, czyli tego jak duzy jest rozrzut
wartosci cechy wokoét jej wartosci oczekiwanej. Pierwiastek wariancji okreslany jest

odchyleniem standardowym.

"Trzeci moment centralny zwigzany jest z symetrig rozkladu — przyjmuje wartosci
niezerowe dla rozkiadow asymetrycznych (odpowiednio ujemne i dodatnie dla
rozktadéw wydiuzonym lewym i prawym ramieniu).



Empiryczny rozkiad prawdopodobienst

Rzeczywisty rozkiad prawdopodobienstwa cechy w populacji generalnej (czyli
zbiorze wszystkich badanych obiektéw) najczesciej nie jest znany.

W sytuacjach praktycznych zwykle dysponujemy jedynie n-elementowg prébg
losowg x, czyli zbiorem n niezaleznych wartosci cechy, wybranych w sposéb losowy
z populacji generalnej. W naszym przypadku probe losowag stanowi n pomiaréw
ekspresji danego genu, wykonanych za pomoca » mikromacierzy (czyli pojedynczy
wiersz macierzy danych):

X={X,,X,,..0,X, ]

Inaczej moéwigc: nie mozemy wnioskowaé¢ o wilasciwosciach cechy w oparciu o
znajomos¢ jej rzeczywistego rozkiadu w populacji, a jedynie na podstawie
empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa, okreslanego z proby losowe;.



Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwarc

Mozliwe sa dwa ogdline podejscia do wyznaczania empirycznego rozktadu z préby:

"nieparametryczne — bezposrednia estymacja funkcji gestosci prawdopodobienstwa
rozktadu na podstawie wartosci tworzacych préobe, bez wstepnych zatozen co do jej
funkcyjnej postaci. W tym celu uzywamy np. histogramy lub estymatory jagdrowe;

Proba losowa
x:{xl,xz,...,xn} I

"parametryczne — zatozenie znanej postaci funkcyjnej rozkiadu (np. Gaussa) i
ograniczenie si¢ do okreslenia wartosci jej parametrow (np. « i ¢) na podstawie
préby losowej. W tym celu uzywamy metod estymacji parametréw rozktadu.

Estymowany rozktad

Proba losowa

Estymowane parametry rozktadu

X={X[,Xy5000s X, ]

Zatozona funkcja | :




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwa cechyaistoyi=m

Najprostszg metoda estymacji empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa cechy
jest wyznaczenie histogramu.

Przedziat zawierajgcy wszystkie elementy préby losowej {xi, x, ..., x.} dzielony jest na
k podprzedziatdbw H: o jednakowej szerokosci /. Dla kazdego podprzedziatu H:
wartoscig histogramu staje sie liczba elementéw préby losowej, o wartosciach
nalezacych do tego przedziatu: #{x; € Hi}
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Aby histogram mogt postuzy¢ do estyrr;;z}i funkcji gestosci prawdopodobienstwa
cechy na podstawie wartosci z préby musi zosta¢ znormalizowany tak, aby jego
catkowite pole jego pole powierzchni wynosito 1. Dla kazdego podprzedziatu H::

#{xlEHk]

hn MATLAB R
Histogram: hist hist




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwa cechyaistoyi=m

Problemem w przypadku tworzenia histogramu jest ustalenie wiasciwej liczby
przedzialow k (lub szerokosci przedziatu /, co jest zadaniem rownowaznym), na ktére
dzielony jest zakres obserwowanych wartosci cechy:

k:[max(x)—min(x)wzceﬂ(max(x)—min(x))

h h
gdzie | - |=ceil( - | oznacza zaokraglenie do najblizszej liczby catkowitej.
Zbytmatek | Wiasciwie dobrane £ | Zbyt duze k
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W ogdlnosci nie ma ,,optymalnej” wartosci %, niezaleznej od postaci rozkiadu i celu
analizy. Czesto jest ustalana na podstawie licznosci n préby losowej, np. jako:

k=+n (wzér stosowany m.in. przez Excel)

k=|log,(n+1)]  (tzw. wzér Sturgesa)



Saand agnyinzitory Jzcrowe

Estymator jadrowy funkcji gestosci prawdopodobieristwa (KDE - Kernel Density
Estimator) definiowany jest jako:

gdzie: n - licznosé préby losowej

h — parametr wygtadzania (% > 0) oo
K(x)—- funkcja jadra, spetniajgca warunki: K(x)dx=1
Estymator jadrowy (suma przeskalowanych funkcji jadra) K (x) :K(_x> dla kazdegox €R
P K(0)=K (x)
g -
c' Funkcje jadra

Wartosci obserwaciji z préby MATLAB R
KDE: ksdensity density




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechiyAestyiicatoiyaEuieme

Przyktadowe jadra:
1
=Jednostajne K(u) = 5 1<)
*Tréjkatne K(u) = (1 = [ul) Lyu<y
3 ) S
*Epanecznikowa K(u) = 7(1 =) Lju<yy

"Gaussa K(u) = mﬁ_’z“




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechyaestyinaioiyaauidWe

W poréwnaniu z histogramem estymatory jagdrowe zapewniajg gtadsza i obarczong

mniejszym btedem estymate funkcji gestosci prawdopodobienstwa.
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Zasadnicze znaczenie dla jakosci estymacji ma wartos¢ parametru wygtadzania 4.
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Dla Guassowskiej funkcji jadra i préby o liczebnosci », pobranej z rozkiadu
normalnego mozna pokazac, ze optymalna wartos¢ parametru wygtadzania wynosi:

AR ETH
3n ’

s— odchylenie standardowe z proby



Empiryczny rozkiad prawd. cechy: podejscieparaimeuyCAICNAEE E1id)

Bezposrednie wyznaczanie rozktadu prawdopodobienstwa na podstawie préby (za
pomoca histogramu, czy tez KDE) jest podejsciem relatywnie rzadko stosowanym
dla danych o duzej liczbie cech.

Czesciej z goéry zaktada sie ogolng postaé funkcji gestosci prawdopodobienstwa,
dzieki czemu problem okreslenia rozkltadu empirycznego sprowadza sie do (znacznie
prostszego) problemu estymacji parametréw wybranej funkcji na podstawie proby.

Przyktadowo: zaktada sie, ze dane mogg by¢ modelowane przez rozkiad Gaussa, a
na podstawie préby estymuje sie jedynie jego dwa parametry: u i o.

Proba losowa

Estymowane parametry rozkitadu

xZ{xl,xz,...,xn}

Zatozona funkcja | :




Empiryczny rozkiad prawd. cechy: podejscieparaimeuyCAICNAEE E1id)
Podejscie parametryczne wymaga:

"wyboru modelu statystycznego, czyli okreslenia rodziny rozkiadéw, ktére moga
postuzy¢ do mozliwie dokladnego opisu wynikéw eksperymentalnych. W przypadku
danych o ekspresji genow czesto zakiada sie normalnos¢ rozkiadu cech;

"estymacji parametréw wybranego rozktadu na podstawie wartosci proby losowej.
Przyktadowo, przy zalozeniu, ze cecha ma rozkitad normalny trzeba wyznaczy¢
wartosci parametréw u i o, decydujacych o potozeniu i szerokosci tego rozktadu;

"weryfikacji zatozen, czyli sprawdzenie czy wybrany rozkiad teoretyczny opisuje
dane w satysfakcjonujacy sposoéb.



Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwa L Zzito200Yy mocds] Nuo)
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa: T '/\' M'“'Z_
=0, 0?=1.0, m—
—(x—u) o8 H=0, 0%=50, =]
1 T og? - =-2, 02=0.5, = |
Flximo)=tee o A -
T O i i
i N\ -
Dystrybuanta: ) ‘\\
— - L T~ 1
F(x;u,a>=1[1+erf(x ’“‘) oo s — |
2 O 2 5 -4 3 -2 -1 ox 1 2 3 4 5
_ 2 ) ML L L R AN RS DR RS RS
. f = dt [ | =0, 0%=0.2 = i
i et f i =Vara=s
. u 2,02=05—// ////
. // ////f/
Wartos¢ oczekiwana: U :
Wariancja: o’ Ve '/’
Odchylenie standardowe: o ';' T2 s 4 s

Zapis X~N(u,0) oznacza, ze zmienna X ma rozkiad normalny o parametrach u i o.
Standardowym rozktadem normalnym okresla sie rozktad N(0, 1) o zerowej wartosci
sredniej i jednostkowej warianc;ji.
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Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechyazaiOzZonyanLuEInyrney

Wiasciwosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego:

"ciggta i rozniczkowalna dla x € R;

"unimodalna, symetryczna wzgledem u, z punktami przegiecia dla x rownych u + o;
"wartos¢ srednia u jest jednoczesnie mediang oraz moda rozktadu;

"okoto 68,3% pola pod krzywa znajduje sie w przedziale + ¢ wokét sredniej, okoto
95,5% w przedziale + 20 i okoto 99,7% w przedziale + 3¢.

IQR
Q1 Q3
Q1-15 x IQR Q3 + 1.5 x IQR
| |
| ]
Medium
—40 -3¢0 -20 -lo. 0o 1o 20 30 40
—~2.6980 ~0.67450  0.67450 2.6980
50% | 24.65%

—40 -30 -20 -1lo Oo lo 20 30 40
MATLAB R
Funkcja gestosci: normpdf dnorm
Dystrybuanta: normcdf pnorm
15.73%  68.27%  15.73% Odwrotna dystrybuanta (kwantyle): norminv gnorm
_dg -30 -20 -1lo 00 10 20 30 A Pobranie préby z rozktadu: normrnd/randn rnorm




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcecChyestyinEciaNsaiciEuds;

Estymator punktowy jest funkcja elementow proby losowej (tzw. statystyka) stuzaca
do oszacowania nieznanej wartosci wybranego parametru modelu statystycznego.

Estymator, jako funkcja zmiennej losowej, sam roéwniez jest zmienng losowa o
pewnym rozktadzie prawdopodobienstwa (w szczegoélnosci charakteryzujacy sie
pewng wartoscig oczekiwang i wariancjg). Wartosé¢ estymatora dla konkretnej préby
jest jedynie oceng, ktéra prawie zawsze bedzie rézni¢ sie¢ od rzeczywistej wartosci
parametru oraz od ocen uzyskanych dla innych préb losowych.

O estymatorze @ parametru @ méwimy, ze jest:

"zgodny, gdy ze wzrostem liczebnosci proby rosnie rowniez prawdopodobienstwo,
ze ocena bedzie bliska prawdziwej wartosci parametru;

"nieobcigzony, jesli wartos¢ oczekiwana rozkiadu estymatora jest rowna wartosci
szacowanego parametru. Jezeli obciazenie estymatora dazy do 0 przy liczebnosci
proby dazacej do «, to estymator jest asymptotycznie nieobcigzony;

"najbardziej efektywny, jezeli ma najmniejszg wariancje ze wszystkich estymatorow
nieobcigzonych.



Zgodnym i nieobcigzonym estymatorem wartos$ci oczekiwanej ¢ z proby losowej jest
srednia arytmetyczna:

n =i

Jezeli préba pobrana zostata z populacji o rozktadzie normalnym N(u, o), to estymator
i ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej x i odchyleniu standardowym:

Zgodnym i nieobcigzonym (przy zatozeniu losowania ze zwracaniem elementéw
préby) estymatorem wariancji o° z préby jest:

n

OAg:sz: 1 Z(xl.—)_c)z

n—1:5

Zgodnym i asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem odchylenia standardowego
o Z préby jest:

n 1 < _\2
O=8§= lz<x,~—x) MATLAB R
n—1i- Srednia: mean mean
Wariancja: var var
Odch. std.: std sd




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechySou oIS EIESI iU Y,

Srednia arytmetyczna x i odchylenie standardowe z préby s nie sa odporne wobec
wystepowania w préobie losowej obserwacji odstajgcych (outliers).

Rozkiad, z ktérego wygenerowano 100-punktowa
prébe losowa: = 0.00, 6% =1.00

04}

0.35]

0.3}

Rozkiad estymowany na podstawie préoby, w ktorej sq dwa

0.25! punkty odstajace: y=0.35, g2=2.89

0.2 Do wyznaczenie parametrow uzyto Sredniej arytmetycznej

i odchylenia standardowego z préby.

0.15

Q.1

0.05¢

10 15 0

Punkty odstajace

Przez obserwacje odstajgce rozumie sie takie, ktorych wartosci znaczaco obiegaja
reszty préby i sa niezgodne z ziozeniami stosowanego modelu statystycznego.
Wystepowanie takich wartosci moze wynika¢ np. z grubych btedéw pomiarowych lub
niewtasciwego wprowadzania, badz tez przetwarzania danych (np. dzielenia przez 0).
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Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechySou oIS EIESI iU Y,

Za odstajace zwykle uznaje sie te obserwacje z préby, dla ktérych zachodzi:

X>Q3+1-5<Q3_Q1)

X<Q1_1-5(Q3_Q1)
gdzie Oii Qs to pierwszy i trzeci kwartyl (kwantyle rzedu 1/4 i 3/4).

Jako wizualny sposéb oceny wystepowania odstajagcych wartosci moze postuzyé
wykres pudetkowy (box-plot).

105 C— Obserwacja odstajaca: x > Qs+ 1,5:(Qs- Q1)
|
4 Najwieksza wartos¢ nieodstajaca

10

x = Qs (trzeci kwartyl)

a5 X = Q (mediana)

| st x = Q1 (pierwszy kwartyl)
I | -
| <
Najmniejsza wartos¢ nieodstajaca
|
sl )l Obserwacja odstajaca: x < Q1- 1,5:(Q3- Q1)

MATLAB R '
Wykres box-plot: boxplot boxplot




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechySou oIS EIESI iU Y,

Miarg odpornosci estymatora jest jego punkt zatamania (breakdown point),
definiowany jako procent odstajgcych obserwacji o dowolnie duzych wartosciach (w
szczegolnosci rownych «), ktérych wystepowanie w prébie nie spowoduje, ze
estymator zacznie dawa¢ dowolnie duze wyniki (w szczegélnosci rowne «).

Punkt zatamania dla sredniej arytmetycznej i odchylenia standardowego z préby jest
rowny 0%. Czyli nawet pojedynczy element proby moze spowodowa¢, ze estymator
przyjmie dowolnie duza wartosé. Istniejg jednak estymatory charakteryzujgce sie
wieksza wartoscig punktu zatamania (maksymalnie 50%).

Rozktad, z ktérego wygenerowano 100-punktowa
prébe losowa: iy =0.00, g% =1.00

0.4}

0.35¢

Rozktad estymowany na podstawie préoby, w ktorej

0.3 jest 20 punktéw odstajacych: y=0.24, g2=1.15

0.25| Do wyznaczenie parametréw uzyto estymatoréw o

L wiekszej odpornosci na punkty odstajgce.

0.15

0.1

0.05;
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2l sded acoornose ety ratioroyy

Estymatory wartosci sredniej o wiekszej odpornosci wobec obserwacji odstajacych:

"Srednia obcieta préby (truncated mean, trimmed mean) — srednia arytmetyczna nie
uwzgledniajgca po a% najmniejszych i najwiekszych wartosci proby;

"mediana préoby — wartos¢, ponizej ktérej znajduje sie 50% wartosci proby.

X s gdy nnieparzyste

d(x)=
med () O.S(xn,2+xn,2+1 gdy n parzyste

Dla danych o rozktadzie normalnym wielkosci te sq bezposrednimi estymatorami ..

IQR
01 03
Q1 - 1.5 x IQR Q3 + 1.5 x IQR
| |
[ I
Medium
~40 30 -20 -lo. 00 lo 20 30 4o
—~2.6980 ~0.67450  0.67450 2.6980

g g MATLAB R
24.65% . 50% | 24.65% Srednia obcigta: trimmean mean
_40 -3¢ -20 -lo 0o 10 20 30 Ao Mediana: median median




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstwalcechySou oIS EIESI iU Y,
Estymatory wariancji o wiekszej odpornosci wobec obserwacji odstajacych:

"odstep miedzy kwartylami préoby (IQR - InterQuartile Range) — réznica pomiedzy
trzecim a pierwszym kwartylem wartosci préby losowej

IQR (x):Q3_Q1
"medianowe odchylenie bezwzgledne préby (MAD — Median Absolute Deviation)
MAD (x )=med (|x— med (x )‘)

Dla danych o rozktadzie normalnym ¢ mozna wyznaczy¢ jako:

6 ~IQR(x)/1.3490

IQR ~
— 6 ~MAD (x)/0.6745
Q1 Q3
Q1 - 1.5 x IQR Q3 + 1.5 x IQR
| |
! !
Medium
—40 30 -20 —10 00 1o 20 30 40
—2.é980 —0.6?450 0.67;450 2.6980

MATLAB R
24.65% . 50% | 24.65% IQR: igr TQR

_4g —3¢ —20 _1o Oo lo 20 3¢ 40 MAD: mad mad




Empiryczny rozkiad prawdopodobienstWwalceChyaaVantiyi ERAsidsis)y

Estymowany dla préby kwantyl rzedu p € (0, 1), to taka wartos¢ ¢,, ze p'n elementéow
préby ma wartosé mniejsza badz réwna ¢,.

Algorytm wyznaczanie kwantyli préby:

"uporzadkowanie préby zgodnie z niemalejgcymi wartosciami jej elementow
xS:sort(x)

"wyznaczenie rzeczywistoliczbowego ,,indeksu” /
I=np+0.5

"okreslenie ¢, na podstawie elementéow uporzadkowanej préby, pomiedzy ktorymi
znajduje sie wartos¢ /

(xf ady p<0.5/n
q,= X gdy p>(n—0.5)/n
x[S[J+ (1—[]])(xls”+ 1—xf”):xfloor(,)+ (]—ﬂoor(l))(xgoor(])+1—xﬁoor(,) w pozostalych przypadkach

MATLAB R
Kwantyle z préby: quantile quantile




Empiryczny rozkiad prawdopodobienst Saenya cfuzipltlla-c|uzntile olot

Wykres kwantyl-kwantyl (quantile-quantile plot) jest prosta metoda wizualnej oceny
zgodnosci empirycznego rozktadu z teoretycznym rozktadem prawdopodobienstwa.
Tworzy sie go przez wykreslenie wybranych kwantyli (np. percentyli) empirycznego
rozkiadu wobec odpowiadajacym im kwantyli rozkiadu teoretycznego.

Jezeli rozklady sa zgodne, to punkty wykresu bedga leze¢ na prostej. Jesli parametry
rozktadu zostaly wtasciwie oszacowane, to prosta ta bedzie leze¢ na przekatne;j.

Dane o rozktadzie = normalnym

Dane o rozktadzie = wyktadniczym I
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Kwantyle rozktadu normalnego Kwantyle rozktadu normalnego

MATLAB R
Wykresy Q-Q: ggplot/probplot ggplot




Uczenie maszynowe w bioinformatyce

Wyktad 4: podstawy statystycznego opisu danych
(podejscie wielowymiarowe)

Tymon Rubel

Zaktad Elektroniki Jadrowej i Medycznej
Instytut Radioelektroniki i Technik Multimedialnych PW




Statystyczny opis danych pomiarowych=rozKiadyavie] SyWyiiiaigwe

W rzeczywistosci wartosci poszczegélnych cech wcale nie musza by¢ sa od siebie
niezalezne. Dlatego lepszym podejsciem moze okaza¢ sie traktowanie kazdej probki
(pomiaru) jako realizacji P-wymiarowej zmiennej losowej. W takim przypadku kazda
kolumna macierzy danych traktowana jest jako wektor cech {x,x, ..., x.}, ktérego
elementy pochodzg ze jednego wielowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa.

Macierz danych: P cech, N prébek P-wymiarowy rozktad wszystkich cech
[ ] \ |
X1 X Xz T Xy
Xor Xop KXoz 770 Ay

X3 N

Ap;  Xpy Xp3 “*°  Xpy




Kowariancja zmiennych lesowych

Przechodzac od przypadku jedno- do wielowymiarowego konieczne staje sie
uwzglednienie mozliwosci wystepowania pewnych zaleznosci pomiedzy wartosciami
zmiennych losowych tworzacych P-wymiarowy wektor cech.

X1~N(u1,01) Xo~N(u2,02)
u1=0 =0
g12=1 022=5
?

=10

10

X1~N(u1,01)  Xo~N(u2,02)

u1=0

o12=1
?

=0

022=5

-8
-10

0

10



Kowariancja zmiennych lesowych

Miarg zaleznosci liniowej pomigedzy zmiennymi losowymi X1 i Xz jest kowariancja:

COV[XlaXz]:E[(Xl_E[Xl])<X2_E[X2])]:E[Xle]_E[Xl]E[Xz]

Przyjmuje ona niezerowe wartosci dla zmiennych, ktéorych wartosci sa powigzane

monotoniczng zaleznoscia liniowa, w przeciwnym razie wynosi 0.

X1~N(u1,01) Xo~N(u2,02)
u1=0 w2 =0
g12=1 022=5
Cov[X1,X2] =0

=00

2F

Dla N-elementowej proby losowej kowariancja jest estymowana jako:

10

X1~N(u1,01) Xo~N(u2,02)
u1=0 =0
g12=1 022=5
Cov[X1,X2] = 2

L0

2k

B
a8 B 4

N
Si(lez—Z (xli_ fl)(xzi_ fz)

1
N_l i=1



Wspoiczynnik korelacji liniowej zmiennychlosowych

Wartos¢ kowariancji zalezy od jednostek zmiennych losowych X i X>. Niezalezng od
jednostek miarg zaleznosci liniowej jest wspétczynnik korelacji liniowej (Pearsona),
rowny kowariancji znormalizowanej wobec iloczynu odchylen standardowych:

_ Cov[Xx, X,]
Pxix,= VVar[ X, ]V Var[ X,]

Wspotczynnik korelacji przyjmuje wartosci z przedziatu [-1, 1]. Im wigeksza jest jego
wartos¢ bezwzgledna, tym silniejsza jest zaleznos¢ liniowa miedzy zmiennymi: p =0
oznacza brak liniowej zaleznosci, p = 1 oznacza doktadng dodatnig liniowa zaleznosé¢,
p = -1 oznacza doktadng ujemng liniowg zaleznosé¢.




Wspotczynnik korelacji liniowej zmiennychilosowyeh

Estymatorem wspoétczynnika korelacji liniowej z proby dla zmiennych X1 i Xz jest:

i (xli_x_l)(xm_fZ)

N _ _
; . i=1 1 Z Xy 7 X X2 ™ X2
X, X, N 2 N N_liZI S, S,
xh E: x2f_x2
| = i=1

i=1

gdzie to x i s to estymatory sredniej i odchylenia standardowego z préby:

< RN
)_c:ﬂ:—le. Szé':\/mZ(x—_

i=1

MATLAB
Wsp. korelacji liniowej: corcoeff
corr

CcCor




Wspotczynnik korelacji liniowej zmiennychilosowyeh

Wspoétczynnik korelacji Pearsona jest tylko miarg zaleznosci liniowych pomiedzy
zmiennymi losowymi. Ponadto charakteryzuje sie on mata odpornoscia na
wystepowanie w prébie wartosci odstajgcych (co wynika ze stosowania przy jego
obliczaniu srednich arytmetycznych).

Za przykiad obu tych wlasciwosci moze postuzyé¢ tzw. kwartet Anscombe'a, ztozony z
czterech par cech o jednakowych wspétczynnikach korelacji, rownych 0.816.

12

10 A

<. 8
6_
4_
T T — T T -
4 6 8 10 12 rxy=0.816 4 6 8 10 12 rxy =0.816
X4 Xo
12 - 12 4
10 10 -
= 8 S 8 8
6 6 =
4 - 4 -
I I — I I I I | —
s 6 8 10 12| Fxy 0.816 s 6 8 10 12l Fxy 0.816

X3 Xy



Rangowy wspotczynnik korelacji'zmiennychilosowyci

Do badania dowolnych zaleznosci monotonicznych, niekoniecznie liniowych, lepszy
moze okazaC si¢ rangowy wspoétczynnik korelacji Spearmana, ktorego dodatkowa
zaleta jest wieksza odpornos¢ na wystepowanie w préobie obserwacji odstajacych

Wspodiczynnik korelacji Spearmana zdefiniowany jest jako wspoétczynnik korelacji
liniowej rang wartosci zmiennych, czyli pozycji w ciaggu powstatym po posortowaniu
niemalejgco wartosci proéby.

Zakres wartosci wspoétczynnika Spearmana (od -1 do 1) oraz jego interpretacja sq
takie same jak w przypadku wspétczynnika Pearsona.

Spearman correlation=1 Spearman correlation=0.84

10 Pearson correlation=0.88 3 Pearson correlation=0.67
' ' ' ' o
ol M g g
A g
8 | |
107
@ E :

“1500 02 04 06 08 10 -3 0 > 4 5

X X



Rangowy wspotczynnik korelacji'zmiennychilosowyci
Algorytm wyznaczania wspétczynnika korelacji Spearmana

1. Wykonanie niezaleznego rangowania porownywanych zmiennych, czyli:

"posortowanie w kolejnosci niemalejacej wartosci préoby;

"przypisanie kazdej wartosci xi rangi Rx rownej pozycji danej wartosci w
uporzadkowanym ciggu (tzn. najmniejsza wartos¢ otrzymuje range 1 itd.). Jezeli w
prébie wystepuja powtorzenia tej samej wartosci, to kazde wystgpienie otrzymuje
takg sama range, rownga sredniej arytmetycznej pozycji w uporzadkowanym ciggu.

2. Wyznaczenie wspoétczynnika korelacji liniowej rang za pomoca zaleznosci:
Z (Rxli_R_xl)(szi_R;cz)
S i=1
Py x,— .
\/. (Rxli_R_xl)z\/Z (szi_R}z)z

i=1 i=l1

S

gdzie Rxi:i i Rxx to rangi i-tych elementéw préb zmiennych losowych X i X..

MATLAB R
Wsp. korelacji Spermana: corr cor




Rangowy wspotczynnik korelacji'zmiennychilosowyci

Poréownanie wartosci wspoétczynnikdéw korelacji Pearsona i Spearmana dla danych
wchodzacych w skitad kwartetu Anscombe'a:

> 8- > 81
6 6 -
4_ O 4_
: | | | | I I'x,y=0.816 (ID | | | | I rx,y=0.816
4 6 8 10 12 I r’xy =0.818 4 6 8 10 12| rxy = 0.691
X4 Xo
12
10
= 84 8
° 8
4 - 4 -
Irx,y=0.816 Irx,y=0.816

1 |
& 6 8 10 12| 'sx,y = 0.500
X4

I I
¢« 5 o 0 2|5, =099
X3




Empiryczny wielowymiarowy: rozkiad prawdopodoieisSivalcEsl

W przypadku wielowymiarowym — podobnie jak dla zmiennych jednowymiarowych —
mozliwe jest podejscie nieparametryczne, z petng estymacjg empirycznego rozktadu
prawdopodobienstwa z préby za pomoca histogramoéw i estymatoréw jadrowych.

Proba losowa

i

x=| 1 X Ktz v xlN]

Xop Xpp Xop3 0 Xoy

Estymowany rozktad

Jednak dla danych o duzej wymiarowosci zdecydowanie czesciej stosowane jest

podejsScie parametryczne, w ktérym z géry zaktada sie pewng funkcje rozktadu (np.
Gaussa), a na podstawie préby estymuje sie jedynie jej parametry.

Préba losowa

Estymowane parametry rozkiadu

x=|*n Y XYz o Sy
Xop Xop Xop3 0 Xoy

Zatozona funkcja rozktadu




Empiryczny wielowymiarowy: rozkiad prawdCeciimozad e Mol
Funkcja gestosci P~-wymiarowego rozktadu normalnego przyjmuje postac:

exp(—=(x—p) 27 (x—p))

flx,u,2)= 5

(2]T)P/2|Z|1/2

W powyzszym wzorze u jest wektorem wartosci Srednich, czyli P-wymiarowym
wektorem, ktorego i-ty element jest wartoscia srednig i-tej cechy.

Uy
‘u: lfz

tp
2 jest symetryczng macierzg kowariancji o wymiarze P x P, ktorej element (i, ;) jest
kowariancjg cech i-tej i j-tej cechy (/2| oznacza wyznacznik tej macierzy).

“‘““‘;“uunn|u|||||||un|.,,,"““"'
[ [ \
~““""¢ ot — <
O 2 O, e 50 "5“uu“‘f'l,,’“0dij—COV [Xi’ Xj] "
1 12 —'~ 1P~: """lllllllllll|IIIIIIIII|IIII|““““
7T
2 m
>=|0a O = Oyp
; ;
o o . E‘O 2%" “““uuuuuuuuuuuuuuu|n|n|||||||uu|uuuunn "
! P1 P2 'f" P\\:; """"t“““ 2 __ 2_C X X —V X ':,:u,
i o, O i =01 = ov][X,;, X;]=Var| i]‘“‘\o'
llllll"'lllllll T - .||||||||||||||ll|l

MATLAB R
Funkcja gestosci: mvnpdf dmvnorm
Dystrybuanta: mvncdf -

Pobranie préby z rozktadu: mvnrnd mvrnorm




Funkcja gestosci P~-wymiarowego rozktadu normalnego przyjmuje postac:

Empiryczny wielowymiarowy: rozkiad prawdsCechozid 6 NIy,

, _ 1 1 T -1
f(x: ‘u’Z)_(2][)p/2|2|1/2exp<_5(x_”) 2 (x_”))
W powyzszym wzorze u jes i —(x—pf vym
wektorem, ktérego i-ty elemer f(x;/«t,a)zﬁe 1
2 jest symetryczng macierzg 1 o) 1 (L o) y jest
. . .. . X, u, = EXpl\ ——=\X— X—
kowariancjg cech i-tej i j-tej ce “ (27)"(c?)" . “ “
O, Op O pf POU:LOV[A”AJJ
> =| % 0.22 Oap
: : ‘;I"éoe =
O o RIS
O e ol =07=Cov X, X J= Var [ X, ]

MATLAB R
Funkcja gestosci: mvnpdf dmvnorm
Dystrybuanta: mvncdf -

Pobranie préby z rozktadu: mvnrnd mvrnorm




Empiryczny wielowymiarowy: rozkiad prawdsCechozid 6 NIy,

Wartosci nieznanych parametrow g i 2 wielowymiarowego rozkiadu normalnego
mogq by¢ estymowane na podstawie N-elementowej préby losowej jako:

"wektor Srednich arytmetycznych

1y,
A _ Al/ll N i=1 b 1 N
U—x— ,\ - : ﬁ:}:—z-xl
Up 1 al N =
N & X pi
"macierz kowariancji z préby
Su S Sip
A R N
S=s=| 0 Smo S $=s= Y (5 -%)(x,-%) = (X ¥ (X%
— 1= —
| opP1 SP2 Spp
o,‘%:::' o
,..........:.'.':f....
1 N
Skj:—_lz (xkz xk)(sz_f]) -
i ——————— MATLAB R

Wektor wart. srednich: mean mean
Macierz kowariancji: cov cov




Empiryczny wielowymiarowy: rozkiad prawdsCechozid 6 NIy,

Przyktad dla P = 2:

PIX, X,
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