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1. Wstep

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie sie z podstawowymi algorytmami dwuwymiarowej grafiki komputerowe;.
Temat zajec¢ jest $ciSle zwigzany z zagadnieniami omawianymi w trakcie wyktadu nr 3 z GRK, stad tez
zalecane jest zapoznanie sie z jego trescig przed przystgpieniem do zajeé. Dodatkowe informacje sg rowniez
dostepne w pozycjach umieszczonych w spisie literatury (punkt 7 instrukcji). W czes$ci praktycznej
¢wiczenia uzywany bedzie program Matlab, bedacy Srodowiskiem programistycznym dedykowanym
obliczeniom naukowym i inzynierskim (www.mathworks.com/products/matlab.html).

2. Rasteryzacja (algorytm Bresenhama)

Rasteryzacja dwuwymiarowa to proces majacy na celu mozliwie jak najwierniejsze odwzorowanie krzywej
lub konturu figury geometrycznej w przestrzeni rastra, czyli na dyskretnej ptaszczyZznie zloZonej z zadanej
liczby pikseli o skonczonych wymiarach. Odwzorowywana krzywa praktycznie nigdy nie przechodzi
doktadnie przez wezty siatki, ktérag wyznaczajg Srodki pikseli (rysunek 1). Stad tez konieczno$¢ uzywania
algorytméw pozwalajacych zminimalizowac btad reprezentacji rastrowe;.

Rys. 1. Ilustracja problemu resteryzacji linii i figur geometrycznych

2.1. Rasteryzacja odcinka

Zadanie polega na okresleniu pozycji pikseli stanowiacych wizualizacje odcinka o poczatku w punkcie
B, (xp, ¥p) 1 koficu w punkcie Py (xy, yx). Ogolny wzor prostej, na ktorej lezy odcinek dany jest zaleznoScig
y = ax + b, jednak znajgc wspoirzedne punktow P, i P, mozna go przedstawiC w postaci zgodniej ze

sposobem sformutowania zadania:

- (Yk _Yp)(x_xp)
(c—xp)

+ - (2.1)
Wprowadzenie oznaczen dx = xj — x, oraz dy = y, — Y, prowadzi do prostszej zaleznoSci:
d
y=2@—x) +y, (2.2)

w ktorej stosunek a = dy/dx jest wspotczynnikiem kierunkowym proste;.
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Najprostszym rozwigzaniem problemu rasteryzacji odcinka wydaje sie uzycie algorytmu korzystajacego
bezposrednio z wzoru prostej (rownanie 2.2). W algorytmie tym dla kazdej kolumny rastra w zakresie od
xp do xi (lub wiersza od y, do y,, w zaleznoSci od nachylenia odcinka) wyznaczana jest rzeczywista
warto$¢ drugiej wspéirzednej punktu lezacego na prostej, ktéra nastepnie zaokraglana jest do najblizszej
liczby catkowitej. Niestety rozwigzanie to, jakkolwiek prawidlowe, jest jednak nieefektywne: algorytm
korzysta z obliczent na liczba rzeczywistych (zmiennoprzecinkowych) i wymaga relatywnie duzej liczby
operacji w kazdym z krokéw (mnozenia, dodawania i zaokraglania).

Algorytm Bresenhama stuzy do wydajnego kreSlenia odcinkéw (a takze innych krzywych) na ekranie
komputera, a jego zaletami sg prostota i efektywnos¢. Korzysta on jedynie z arytmetyki catkowitoliczbowej
i w gtdéwnej petli wykonuje tylko dwie operacje: poréwnanie z zerem i dodawanie.

Na poczatek rozpatrzmy najprostszy przypadek, w ktérym przyjmujemy nastepujgce zatozenia:

e kat nachylenia (kat pomiedzy odcinkiem a osig 0X) jest zawarty w przedziale od 0 do 45 stopni, co
oznacza, ze wspotczynnik kierunkowy spetnia warunek 0 < a < 1;

e wspotrzedne punktu poczatkowego B,(xp,¥p) i punktu koficowego Py (x,yx) speiniaja warunki:
X 2 Xp Oraz Yy = Yp-

Idea algorytmu Bresenhama bazuje na takim wyborze kolejnych pikseli do wypetniania, aby minimalizowa¢
btad pomiedzy rzeczywistym przebiegiem odcinka a punktami dyskretnej siatki, na ktérej rozmieszczone
sg $rodki pikseli (rysunek 2).

xi xi+1
Rys. 2. Wybor piksela do wypetnienia w algorytmie Bresenhama

Zaktadamy, ze w i-tym kroku algorytmu znajdujemy sie w punkcie P;(x;,y;), ustalonym w poprzednim
kroku (i —1). Przy przyjetych na poczatku warunkach, w kolejnym kroku (i +1) mozemy wybraé
wytacznie jeden z dwoch pikseli, o $srodkach w punktach:

o Sit1(x;+1,y), dla ktérego wspdirzedna x-owa jest wieksza o 1 od wartos$ci dla obecnego punktu,
za$ wspotrzedna y-owa pozostaje bez zmian (rysunek 2a);



o Tiy1(x; +1,y; + 1), dla ktédrego zaré6wno wspotrzedna x-owa, jak i y-owa sa wieksze o 1 w stosunku
do obecnego punktu (rysunek 2b).

Mozemy zauwazy¢, Ze piksel rysowany w kolejnym kroku algorytmu na pewno bedzie miat wspoétrzedng x
wieksza o jeden, a wybér dotyczy jedynie wspétrzednej y. Zauwazmy takze, Ze dla kroku i+1 rzeczywista
prosta przechodzitaby przez punkt Q;,1(x4,¥,), ktorego wspoétrzedna x-owa bedzie wynosi¢ x; + 1, za$
druga wspotrzedng mozna wyznaczy¢ z rownania (2.2). Tym samym spetnienie kryterium minimalizacji
btedu rasteryzacji sprowadza sie do wypetnienia w nastepnym kroku (i+1) tego piksela, ktérego Srodek
lezy najblizej punktu Q;,,. W praktycznej realizacji algorytmu wybor pomiedzy pikselami uzaleznia sie od
znaku zmiennej decyzyjnej d;, o wartosci proporcjonalnej do réznicy odlegtosci punktow S;,; i Tj;; od
punktu Q;, 1 (na rysunku 2 odlegtosci te oznaczone jako s oraz t):

e jezelid; < 0 (czylis < t), to w kroku i+1 wypelniony zostanie piksel o Srodku w punkcie S;,4;
e w przeciwnym razie, jeslid; = 0 (czyli s > t), to wypetniony zostanie piksel o $rodku Tj, ;.

Wyprowadzenie prostej postaci zmiennej decyzyjnej wymaga przeprowadzania obliczen przedstawionych
w dodatku do niniejszej instrukcji (punkt 6). Po ich wykonaniu, algorytm rysowania odcinka o nachyleniu w
zakresie od 02 do 452 (0 < a < 1) mozna zapisa¢ w ponizszych krokach:

1. Obliczenie poczatkowej warto$ci zmiennej d; oraz statych pomocniczych p; i p,:

di=dy=2dy—dx, (2.3)
p1 = 2dy, (2.4)
p2 = 2(dy — dx). (2.5)

2. Ustawienie wartosci wspotrzednych piksela na poczatek odcinka: x; = x, orazy; = .

3. W petli (powtarzanej tyle razy, ile wynosi zwiekszona o 1 réznica wspoétrzednych x poczatku i konca
odcinka) rysowany jest piksel w punkcie P;(x;, y;) oraz wybierane jest potozenie piksela dla nastepnej
iteracji, czemu towarzyszy aktualizacja zmiennej decyzyjnej:

e d; < 0 - wybieramy jest piksel S;,;: x; zwiekszane o 1, y; pozostaje bez zmian, zmienna decyzyjna
dla nastepnej iteracji jest obliczana jako d; 1 = d; + pq;

e d; > 0 — wybieramy piksel T: x; oraz y; zwiekszane o 1, zmienna decyzyjna dla nastepnej iteracji
wyznaczana zgodnie z zalezno$cia d; 1 = d; + p,.

Listing 1 zawiera przyktadowy kod prostej funkcji realizujgcej algorytm Bresenhama w $rodowisku Matlab.
Jest on ograniczony do rysowania odcinkdéw o nachyleniu od 02 do 452, jednak mozna go zmodyfikowac tak,
aby uwzglednita rowniez inne nachylenia. Rysowanie wszystkich odcinkéw wspétczynniku kierunkowym
la] <1 wymaga zastapienia zmiennych dx i dy przez ich wartosci bezwzgledne, a takze dopuszczenia
mozliwo$ci zmniejszania w kolejnych krokach warto$ci wspétrzednych x; i/lub y; o 1 (gdy dx i/lub dy s3
ujemne). Natomiast w przypadku odcinkéw o |a] > 1 Konieczne jest dodatkowo zamienienie rolami
zmiennych dx z dy oraz x; z y;.



function bresenham_line(xp, xk, yp, yk)

% wyznaczenie wartosci zmiennych pomocniczych

dx = xk - xp;
dy = yk - yp;
pl =2 * dy;
p2 = 2 * (dy - dx);

% sprawdzenie warunku nachylenia odcinka

a = dy/dx;

if (a<0 || a>1)
disp('Btad: nieprawidtowe nachylenie odcinka');
return;

end

a 3

&

X = Xp;

y = Yp;

%

for i =1 :

ustalenie poczagtkowej wartosci zmiennej decyzyjnej
=2 * dy - dx;

ustalenie pozycji pierwszego piksela na punkt poczgtkowy odcinka

gtéwna petla algorytmu
dx+1

% postawienie piksela w lokalizacji (x,y)
rectangle('Position', [x-0.5, y-0.5, 1, 1], 'FaceColor', 'b');

% aktualizacja (x,y) i modyfikacja zmiennej decyzyjnej

if (d
%
d
X

else

< X a 3%

end
end

< 9)

wybor
=d +
= X +

wybor
=d +
= X +
=y+

piksela ponizej teoretycznego przebiegu odcinka

pl;
1;

piksela powyzej teoretycznego przebiegu
p2;
1;
1;

Listing 1. Funkcja implementujaca w sSrodowisku Matlab algorytm Bresenhama dla odcinka o nachyleniu od 02 do 452



Przeanalizujmy teraz doktadnie zaprezentowany powyzej kod. Pierwsza linijka definiuje funkcje o nazwie
bresenham_line, ktoérej argumentami wej$ciowymi sg wspo6trzedne punktéw poczatku (zmienne xp oraz yp)
oraz konca (xk, yk) rysowanego odcinka. Funkcja ta nie zwraca Zadnej warto$ci.

function bresenham_line(xp, xk, yp, yk)

W Kkolejnych linijkach (po komentarzu, ktérym w Maltabie jest kazda linia rozpoczynajaca sie znakiem %)
definiowane s3 zmienne pomocnicze: dx oraz dy stanowig réznice pomiedzy wspétrzednymi koncow
odcinka, za$ p1 oraz p2 beda uzywane do aktualizacji zmiennej decyzyjnej w sposéb zalezny od jej znaku.

dx = xk - xp;
dy = yk - yp;
pl = 2 * dy;
p2 = 2 * (dy - dx);

Na poczatku zatozyliSmy, Ze algorytm bedzie dziatat dla odcinkdéw o kacie nachylenia od 0 do 45 stopni, co
jest rownowazne warunkowi 0 < a < 1. Warunek ten sprawdzamy za pomocg instrukcji if, po uprzednim
obliczeniu wspétczynnika kierunkowego a = dy/dx. Jesli nie jest on spelniony, to musimy poinformowacé
o btedzie (funkcja disp) i przerwa¢ wykonywanie funkc;ji (instrukcja return).
a = dy/dx;
if (a<@ || a>1)
disp('Btad: nieprawidiowe nachylenie odcinka');

return;
end

Jesli odcinek zdefiniowany byt prawidtowo, przechodzimy do wykonywania zasadniczej czesci algorytmu
Bresenhama, zaczynajac od wyznaczenia poczatkowej warto$¢ zmiennej decyzyjnej (réwnanie 2.3).

d =2 *dy - dx;
W dalszej kolejnosci ustalamy potozenie, w ktérym aktualnie sie znajdujemy. Na tym etapie jest ono rowne
punktowi poczatkowemu odcinka, stad tez to jego wspotrzedne wpisywane sg do zmiennych x oraz y.

X = Xp;

y = Yp;
Po inicjalizacji zmiennych rozpoczyna sie gtéwna petla for, ktéra wykona sie tyle razy, ile wynosi réznica
miedzy x-owg wspdtrzedng poczatku i konca odcinka (plus 1, aby uwzgledni¢ takze punkt koncowy). Do
momentu ukoniczenia petli for algorytm powtarza swoje dziatanie rysujac kolejne punkty.

for i =1 : dx+1
% ciato petli

end

Na poczatku kazdej iteracji petli rysowany jest piksel w aktualnym potozeniu. Komenda rectangle stworzy
kwadrat o $srodku w punkcie o wspétrzednych (x, y) i dtugosci boku réwnej 1. Kolor piksela definiowany
jest przez parametr FaceColor (warto$¢ ‘b’ oznacza kolor niebieski).

rectangle('Position', [x-0.5, y-0.5, 1, 1], 'FaceColor', 'b');



Nastepnie dokonywany jest wybor kolejnego piksela na podstawie obecnej warto$ci zmiennej decyzyjnej d.
Jesli jest ona mniejsza od zera, to jako kolejny wybieramy punkt, ktérego wspotrzedna x jest wieksza o
jeden, za$ y pozostaje bez zmian. Jednoczesnie aktualizujemy zmienng decyzyjna dodajac do niej zmienng
pomocniczg p1. W przeciwnym wypadku (warto$¢ d niemniejsza od zera) wybieramy kolejny punkt o obu
wspoétrzednych wiekszych o jeden, za$ zmiennga decyzyjna modyfikujemy dodajac zmienng pomocnicza pZ2.

if (d < 9)
d =d+ pl;
X =X+ 1;
else
d =d+ p2;
X =X + 1;
y=y+1;
end

Opisana powyzej funkcja implementujaca algorytm Bresenhama moze zosta¢ uruchomiona z linii komend
$rodowiska Matlab, bgdZ wywotana w ramach dowolnej funkcji lub skryptu. Listing 2 zawiera przyktad
skryptu wywotujacego funkcje bresenham_line (wynik jego dziatania przedstawiono na rysunku 3).

% wspoirzedne punktéw poczatkowego (xp, yp) i koncowego (xk, yk)
Xp = 3; yp = 3;
xk = 8; yk = 6;

% okreslenie obszaru i sposobu wyswietlania
axis([@ 10 0 10]);

grid on;

hold on;

% wywotanie funkcji rasteryzacji odcinka
bresenham_line(xp, xk, yp, yk);

% narysowanie idealnego przebiegu odcinka (przed rasteryzacja)
plot([xp xk], [yp yk], 'r', 'LineWidth',2);

Listing 2. Skrypt wywotujacy funkcje bresenham_line dla odcinka o poczatku w punkcie (3,3) i koricu w punkcie (8,6)

Poczatkowe linie skryptu definiuja zmienne przechowujgce wspoétrzedne poczatku i konca odcinka, ktére
nastepnie sg przekazywane jako argumenty funkcji dokonujgcej rasteryzacji. Kolejna grupa poleceni:

axis([@ 10 @ 190]);
grid on;
hold on;

odpowiada za zdefiniowanie zakresu osi (komenda axis, zakres od 0 do 10 w obu kierunkach), wigczenie
siatki (komenda grid on) oraz ,zatrzymanie” wykresu (komenda hold on, ktéra powoduje, ze wywotywane
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dalej instrukcje odpowiedzialne za rysowanie nie bedg otwiera¢ nowych okien z wykresami).

Po okres$leniu zakresu i sposobu wyswietlania wywotywana jest funkcja bresenham_line, ktéra wyswietli
efekt resteryzacji odcinka o zadanych wcze$niej parametrach.

bresenham_line(xp, xk, yp, yk);

Ostatnim poleceniem skryptu jest narysowanie przebiegu idealnego odcinka za pomoca komendy plot.
plot([xp xk], [yp yk],'r"', 'LineWidth',2);

W przypadku wywotania dla dwdéch par wspoétrzednych (korzystamy z wczesniej zdefiniowanych

wspoétrzednych poczatku i konica odcinka) komenda plot narysuje odcinek taczacy dwa punkty. Dodatkowo
okreslono grubos¢ linii (parametr LineWidth) oraz jej kolor (parametr r’ oznacza kolor niebieski).

10r
gl

8F

Rys. 3. Wynik rasteryzacji odcinka o punkcie poczatkowym (3,3) i punkcie koncowym (8,6)

2.2. Rasteryzacja okregu

Zadanie polega na wyznaczeniu pikseli stanowigcych wizualizacje okregu o $rodku w punkcie P.(x.,y.)
i promieniu r. Zbiér punktéw lezacych na okregu dany jest zaleznoscia:

(x—x)*+ —y)? =72, (2.6)
jednak bez utraty og6lnosci mozna ograniczy¢ dalszy opis do okregu o Srodku w punkcie (0, 0).

Podobnie jak to miato miejsce dla odcinka, réwniez w przypadku okregu wyznaczanie pikseli bezpo$rednio
z definicji prowadzitoby do nieefektywnego algorytmu. Dlatego tez w praktyce zwykle stosuje sie podejscie
stanowigce uogélnienie algorytmu Bresenhama, oméwionego w punkcie 2.1. Algorytm realizuje sie dla 1/8
okregu, czyli dla jednego oktantu, ktéry na rysunku 4 zostat zaznaczony kolorem czerwonym. Wspétrzedne
pozostatych pikseli okresla sie korzystajac z symetrii wobec $rodka okregu. Tym samym na podstawie
znajomosci potozenia pojedynczego punktu w jednym oktancie mozna narysowa¢ w sumie 8 pikseli o

wspotrzednych: (x,y), (x, —y), (=x,¥), (—=x,—y), (v, x), (v, —x), (=¥, %), (=¥, —x).
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(_X ’ y) (X ’ y)
(_y ’ X) (y! X)
r
-
=y, —x) (v, —x)
(_X Y ) (X, _Y)

Rys. 4. llustracja sposobu wykorzystania symetrii podczas rasteryzacji okregu

Zaréwno ogdlny schemat dziatania algorytmu, jak i jego implementacja w $Srodowisku Matlab sg bardzo
podobne do tych przedstawionych wczesniej dla odcinka (réznice dotycza jedynie sposobu wyznaczania
warto$ci zmiennej decyzyjnej). Dlatego tez listing 3 ogranicza sie do prezentacji pseudokodu algorytmu.

ustal wartos¢ poczatkowg zmiennej decyzyjnej d = 5 - 4r;
ustal aktualne wspdirzedne (x,y) na punkt poczagtkowy (O0,r);
dopoki (x <= y):

narysuj aktualny punkt (x,y) oraz jego 7 symetrii

jesli (zmienna decyzyjna < 0):
zaktualizuj zmienng decyzyjng d
zwieksz o jeden wartosc¢ x;

w przeciwnym wypadku:
zaktualizuj zmienng decyzyjng d
zwieksz o jeden wartosc¢ x;
zmniejsz o jeden wartosc y;

d + 8x + 12;

d + 8(x -y) + 20;

Listing 3. Pseudokod algorytmu Bresenhama rasteryzacji okregu



2.3. Rasteryzacja elipsy

Rozumowanie przeprowadzone dla okregu (punkt 2.2) mozna zastosowa¢ rowniez do rasteryzacji elipsy.
W tym przypadku algorytm wykonuje sie dwukrotnie, za kazdym razem wyznaczajac punkty dla 1/8 elipsy
(czerwone fragmenty na rysunku 5). W pierwszym powtoérzeniu dziatanie algorytm dotyczy czterech czesci
elipsy, zaznaczonych linig ciggla na rysunku 5. Na podstawie obliczonych wspétrzednych (x,y) jednego
punktu okresla sie potozenia punktéw w pozostatych czesciach, korzystajac przy tym z symetrii: (x, —y),
(=x,—y) oraz (—x,y). Aby dokona¢ rasteryzacji dalszych czterech czesci (linia przerywana na rysunku 5)
nalezy wykorzystac ten sam algorytm, jednak zamieniajac ze sobg rolami osie elipsy a i b oraz wspétrzedne
x 1y przy rysowaniu pikseli. Pseudokod catego algorytmu zostat przedstawiony na listingu 4.

A A
oo ) o
'_.-' b ~.v.._.‘- (_y, X) .-"__-' a a,....". (y, x)

.‘,‘ \._
z > 2 >

"..~; -.‘:
= \_// v

(_X! _y) (X! _y)

Rys. 5. llustracja sposobu wykorzystania symetrii podczas rasteryzacji elipsy

ustal wartos$¢ poczatkowg zmiennej decyzyjnej d = 4b% - 4a%b + a?;
ustal aktualne wspdirzedne (x,y) na punkt poczatkowy (0,b);
dopdki ( x2<= (a4 / (a%+ b?)) )

narysuj aktualny punkt (x,y) oraz jego 3 symetrie;

jesli (zmienna decyzyjna < 9):
zaktualizuj zmienng decyzyjna d
zwieksz o jeden wartosc x;

w przeciwnym wypadku:
zaktualizuj zmienng decyzyjna d
zwieksz o jeden wartosc¢ x;
zmniejsz o jeden wartosc¢ y;

d + 8b%x + 12b?;

d + 8b%x + 12b% - 8a?y + 8aZ;

zamien a z b
powtdérz algorytm zmieniajac x na y przy rysowaniu pikseli

Listing 4. Pseudokod algorytmu Bresenhama rasteryzacji elipsy
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3. Obcinanie odcinkow (algorytm Cohena - Sutherlanda)

Obcinanie (ang. clipping) czy to odcinkow, czy catych figur polega na ograniczeniu danego obiektu do
pewnego widocznego fragmentu. Algorytm zaproponowany przez Cohena i Sutherlanda jest algorytmem
szybkim i efektywnym. Pozwala na tatwe odrzucenie obiektow lub ich zaakceptowanie w przypadkach, gdy
znajduja sie on odpowiednio: catkowicie poza obszarem widzialnym lub catkowicie w obszarze widzialnym.

Zaktadamy, ze dysponujemy prostokatnym oknem wyznaczajacym obszar widzialny. Okno zdefiniowane
jest przez lewy dolny i prawy gérny rég. Dla potrzeb procedury eliminacji niewidocznych fragmentéw linii
przedtuzamy odcinki tworzace okno — w ten sposdb proste, na ktérych leza odcinki tworzace okno dziela
plaszczyzne na dziewie¢ obszaréw (rysunek 6). Nastepnie kazdemu z obszaréw przyporzadkowujemy
czterobitowy kod wedtug nastepujacej zasady (pozycje bitéw sg liczone od prawej do lewej):

e Dbit nr 0 ma wartos¢ 1, jesli obszar lezy na lewo od obszaru widzialnego (punkt w tym obszarze ma
wspotrzedng x-owa jest mniejsza od wspéirzednej x-owej lewego dolnego rogu);

e Dbit nr 1 ma warto$¢ 1, jesli obszar lezy na prawo od obszaru widzialnego (punkt w tym obszarze ma
wspotrzedng x-owa jest wieksza od wspoétrzednej x-owej prawego gérnego rogu);

e Dbit nr 2 ma warto$¢ 1, jesli obszar lezy ponizej obszaru widzialnego (punkt w tym obszarze ma
wspoétrzedng y-owa jest mniejsza od wspétrzednej y-owej lewego dolnego rogu);

e bit nr 3 ma warto$¢ 1, jesli obszar lezy powyzej obszaru widzialnego (punkt w tym obszarze ma
wspoétrzedng y-owa jest wieksza od wspétrzednej y-owej prawego goérnego rogu).

1001 1000 1010
0001 0000 0010
0101 0100 0110

Rys. 6. Podziat ptaszczyzny na dziewie¢ obszaréw i odpowiadajgce im czterobitowe kody

Odpowiednie kody przypisuje sie koncom odcinkéw w zaleznoSci od ich potozenia. Warto zauwazy¢, ze
jezeli suma logiczna (OR) kodéw obu konicow odcinka daje wynik zerowy (0000), wéwczas odcinek jest
w cato$ci akceptowany, gdyz na pewno lezy wewnatrz obszaru widzialnego (oba konce muszg mie¢ kod
0000). Jesli natomiast iloczyn logiczny (AND) kodéw obu konicow odcinka daje wynik niezerowy, (na
ktérymkolwiek z bitow wystepuje jedynka) wowczas odcinek jest w cato$ci odrzucany, gdyz na pewno lezy
catkowicie poza obszarem widzialnym (np. 0101 & 0110 = 0100). Dla kazdego innego przypadku musimy
rozpocza¢ procedure obcinania. Warto tez zauwazy¢, ze moze doj$¢ do sytuacji, w ktérej, mimo ze odcinek
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lezy poza obszarem okna widzialnosci, to wynik iloczynu logicznego i tak bedzie zerowy. Uniemozliwi to
natychmiastowe odrzucenie odcinka - trzeba bedzie go obcina¢ do momentu, w ktérym test iloczynu
logicznego zakonczy sie pomyslnie i odcinek zostanie odrzucony.

B D
1001 1000 1010
C
///////; xifrszfr H F
nooL 0ooo 0o1o

G
E/
0101 [N 0110

Rys. 7. Przyktady przycinania odcinkéw: kolor zielony - odcinki od razu zaakceptowane; niebieski - odcinki od razu
odrzucone; czarny - odcinki przycinane az do momentu, w ktérym znajda sie w obszarze widocznym (po spetnieniu
warunku sumy logicznej); czerwony - odcinki niejednoznaczne, dla ktérych musimy rozpocza¢ przycinanie, a ich
odrzucenie nastapi dopiero w jednej z iteracji algorytmu (gdy spetnimy warunek iloczynu logicznego dwdch koncow)

W trakcie procedury obcinania wybieramy jeden z koncéw odcinka i sprawdzamy, czy na ktéryms bicie jego
kodu wystepuje jedynka (w przeciwnym razie przechodzimy do sprawdzania drugiego konca). Jezeli
wykryjemy jedynke, to najpierw obcinamy odcinek wyznaczajagc punkt przeciecia z odpowiednia prosta
(okreslona na podstawie tego, na ktérym bicie kodu wystepowata jedynka), a potem przystepujemy do
sprawdzania drugiego konca. Jesli drugi koniec ma w kodzie wartosci niezerowe, to ponownie obcinamy
odcinek, tym razem z drugiej strony. Nastepnie aktualizujemy kody nowo wyznaczonych koncéw odcinka
i powtarzamy catg procedure od nowa: przeprowadzamy testy sumy i iloczynu, i jesli odcinek nadal nie jest
zaakceptowany lub odrzucony, to obcinamy go ponownie.

PrzesledZzmy teraz algorytm Cohena-Sutherlanda na przyktadzie przycinania odcinka AB z rysunku 7, przy
okazji analizujac fragmenty kodu odpowiedzialne s3 za realizacje poszczego6lnych jego etapéw. Ze wzgledu
na fakt, ze dla algorytmu Bresenhama doktasnie omawiali$my wszystkie polecenia, tym razem pominiemy
pewne elementy (np. instrukcje odpowiedzialne za rysowanie, gdyz ich sktadania jest taka, jak poprzednio),
a skupimy sie tylko na kluczowych fragmentach. Pelny kod omawianej tu funkcji cohen_sutherland zawarty
jest w archiwum dostepnym na stronie przedmiotu.

W naszym przyktadzie zatozymy, ze punkt poczatkowy A ma wspotrzedne (x,,y,), za$ punkt konicowy B
ma wspoétrzedne (xy, yi). Obszar widzialny jest natomiast zdefiniowany przez wspétrzedne lewego dolnego
(wxq1,wy,) i prawego gérnego (wx,, wy,) rogu.



Funkcja cohen_sutherland przyjmuje jako argumenty wejSciowe wspotrzedne koncéw odcinka (zmienne xp
i yp oraz xk i yk), a takze rogéw obszaru widzialnego (zmienne wx1 i wyl oraz wx2 i wyZ2). Po zakonfczeniu
dziatania zwracane sg wspétrzedne koricow odcinka po operacji przycinania (px1 i py1 oraz px2 i py2).

function [px1,pyl,px2,py2]=cohen_sutherland(wxl,wyl,wx2,wy2,Xxp,yp,xk,yk)

Rozpoczynamy od zakodowania konicow odcinaka AB. W tym celu korzystamy z funkcji koduj_koniec,
wywotujac ja raz dla wspoétrzednych punktu A (poczatek odcinka), a nastepnie dla wspétrzednych punktu B
(koniec odcinka). Za kazdym razem funkcji przekazywane sa takze wspétrzedne obszaru widzialnego.

kodl = koduj_koniec(xp, yp, wxl, wyl, wx2, wy2);
kod2 = koduj_koniec(xk, yk, wxl, wyl, wx2, wy2);

Jak tatwo sie domysli¢, funkcja ta zwraca czterobitowy kod ustalony na podstawie wspéirzednych punktu
i okna widzialnego. Kody przypisywane s3 zmiennym kod1 oraz kodZ2, odpowiednio dla punktéw A oraz B.
W naszym przypadku kod1 = 0000, natomiast kod2 = 1010.

Nastepnie przystepujemy do czesSci zasadniczej algorytmu, ktéra umieszczona jest w petli while. Jako
warunek petli wpisana jest na state wartosc¢ jeden, czyli warunek ten zawsze jest spetniony. Oznacza to, ze
petla bedzie wykonywac sie caly czas, chyba ze wewnatrz petli wywotamy komende return, ktéra przerwie
dziatanie catej funkc;ji.
while (1)
% ciato petli

end

Zgodnie z teorig, ktorag omawialiSmy wczesniej, wewnatrz petli najpierw dokonujemy sprawdzenia sumy
logicznej (w Matlabie reprezentowanej przez operator |) kodéw obu koncéw odcinka.

if (~any(kodl | kod2))

px1l = Xp;
px2 = xk;
pyl = yp;
py2 = yk;

% aktualizacja rysunku
plot([px1 px2], [pyl py2], 'g-', 'LineWidth',3);
disp('Sytuacja koncowa.');
return;
end

Sprawdzenie to umieszczone jest jako warunek instrukgji if. Jesli w wyniku sumy logicznej (kod1 | kod2) nie
bedzie Zadnych jedynek (do sprawdzenia tego warunku stuzy funkcja any, ktoérej wynik jest zanegowany
operatorem ~), wowczas wejdziemy do wnetrza instrukcji warunkowej. Do zmiennych pomocniczych px1,
pyv1, px2, py2 (okre$lajgcych ostateczne wspoéirzedne odcinka po catej operacji obcinania) przypisujemy
wspotrzedne poczatku i konica odcinka, rysujemy odcinek wyswietlajac stosowng informacje i przerywamy
dziatanie funkcji komendg return. W naszym przypadku 0000 | 1010 = 1010, czyli wynik niezerowy. Nie
wejdziemy zatem do wnetrza instrukcji warunkowej, lecz péjdziemy dalej.
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W kolejnym kroku sprawdzamy iloczyn logiczny (operator & w Matlabie) kodéw obu koricow odcinka.

if (any(kodl & kod2))

px1 = Xxp;
px2 = xk;
pyl = yp;
py2 = yk;

% aktualizacja rysunku
plot([px1 px2], [pyl py2], 'r-', 'LineWidth',3);
disp('Sytuacja koncowa.');
return;
end

Jesli wynik any(kod1 & kodZ2) bedzie prawdziwy (odcinek lezy poza obszarem widzialnym), to wykonane
zostanie ciato instrukcji warunkowej if. Ponownie zmiennym pomocniczym przypiszemy wspoéirzedne
poczatku i konica odcinka, narysujemy odcinek (dla odréznienia innym kolorem, bo bedzie on odrzucony),
wys$wietlimy komunikat i przerwiemy dziatanie funkcji. W naszym przyktadzie 0000 & 1010 = 0000,
a zatem brak jakiekolwiek jedynki spowoduje, Ze nie wejdziemy do wnetrza tej instrukcji warunkowe;.

W kolejnym kroku rozpoczynamy zasadnicze przycinanie. Weryfikujemy kod jednego z koncéw odcinka -
jesli gdziekolwiek wystapi w nim jedynka, bedzie to oznaczato konieczno$¢ przycinania (bo lezy on poza
obszarem widzialnym). Jesli jednak kod bedzie zerowy, to punkt lezy wewnatrz okna widoku i nie nalezy go
modyfikowa¢, co oznacza, ze przycinanie bedzie dotyczy¢ drugiego konca.

if (any(kodl))

kod = kodi;
else
kod = kod2;

end

W naszym przyktadzie najpierw sprawdzamy kod punktu A. Poniewaz jest to 0000 (brak jakiekolwiek
jedynki), wiec przechodzimy do punktu B, a w zasadzie poprzez instrukcje else wybieramy ten punkt
automatycznie, przepisujac jego czterobitowy kod na zmienng pomocnicza kod.

Nastepnie szukamy, w ktérym miejscu w zmiennej kod wystepuje jedynka. W zalezno$ci od lokalizacji
jedynki w kodzie ustalamy, do ktorej krawedzi obszaru widzialnego bedziemy przycina¢ nasz odcinek.

if (kod(1) == 1)

% przycinanie przez goérng krawedz

yt = wy2;

t = (yt-yp) / (yk-yp);

xt = xp + t*(xk-xp);
elseif (kod(2) == 1)

% przycinanie przez dolng krawedz
elseif (kod(3) == 1)

% przycinanie przez prawg krawedz
elseif (kod(4) == 1)

% przycinanie przez lewg krawedz
end
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Dla naszego punktu B kod wynosi 1010. Sprawdzamy zatem pierwsza cyfre: kod(1) == 1. Operacja ta jest
warunkiem dla instrukcji warunkowej if, ktéra dla naszego przypadku konczy sie sukcesem. Realizujemy
zatem przycinanie do gérnej krawedzi, ktére sprowadza sie do wyznaczenia punktu przeciecia odcinka z
prosta y = wy,. Doktadny sposdb wyznaczenia wspo6trzednych punktu przeciecia C(x;, y;) pokazano na
rysunku 8, natomiast implementacja tych obliczen znajduje sie na listingu w ciele instrukcji warunkowej

if (kod(1) == 1).

(Vi-¥e) X, =X, T .. = f (X, _-\'_...]

e — — —

Rys. 8. Sytuacja przycinania odcinka do gérnej krawedzi okna

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na mala niezgodnos¢, jaka wystepuje pomiedzy teoretycznym opisem
a przyjeta praktyka realizacji algorytmu. Gdy opisywaliSmy spos6b oznaczania dziewieciu obszaréw za
pomoca czterobitowych koddw, traktowaliSmy kod jako liczbe w zapisie dwojkowym. Oznacza to, ze
mowigc o bicie zerowym mieliSmy na mys$li wartosé na pierwszej pozycji od prawej strony (1010 -
zaznaczono bit zerowy). W praktycznej realizacji naszego algorytmu kod przechowywany jest w postaci
czteroelementowego wektora. Sprawdzenie pierwszej cyfry kodu poprzez odwotanie kod(1) powoduje
odniesienie sie do pierwszego elementu wektora, czyli do warto$ci na pierwszej pozycji od lewej strony
(1010 - zaznaczono kod(1)). W rzeczywisto$ci nie ma wiekszego znaczenia, od ktérej strony analizujemy
nasz czterobitowy kod. Wazne jest tylko by mie¢ $wiadomos¢, na ktoérej aktualnie znajdujemy sie pozycji w
kodzie i do ktdérej krawedzi ona sie odnosi. Zatem jesli dla naszego punktu B kod(1) ==1,to w rzeczywistoSci
odwotujemy sie do 3 bitu, ktéry méwi nam o wystawaniu odcinka powyzej gérnej krawedzi ekranu.
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Po okresleniu wspotrzednych (x;, y;) musimy dokona¢ aktualizacji - wyznaczone miejsce przeciecia staje
sie nowym punktem koricowym odcinka, ktéremu nalezy przypisa¢ nowg wartos$¢ czterobitowego kodu.

if (kod == kod1)

else
x2 = xt;
y2 = yt;

kod2 = koduj_koniec(x2, y2, wxl, wyl, wx2, wy2);
plot(x2, y2, 'Marker', 'o', 'MarkerEdgeColor', 'r','MarkerFaceColor', 'r');
disp('Przycieto odcinek.');

end

Sprawdzamy zatem ponownie instrukcjg warunkows if, ktéry koniec przed chwilg przycinaliSmy. W naszym
przypadku na zmienng pomocnicza kod wpisaliSmy wcze$nie kod konca odcinak, czyli kod2, azatem
wejdziemy do instrukcji warunkowej po stowie kluczowym else. Na wspoétrzedne korca odcinka (x2, y2)
przepiszemy wyliczone wspotrzedne punktu przeciecia C(x;,y;) oraz ponownie wyliczymy aktualng
warto$¢ kod2 za pomoca funkcji koduj_koniec. Nastepnie zaznaczamy na rysunku punkt przyciecia,
informujgc uzytkownika o wykonanej procedurze przycinania (polecenia plot i disp). ZrealizowaliSmy w ten
sposéb przyciecie odcinak AB do odcinka AC.

Pamietamy, ze algorytm dziata w petli while, a zatem wracamy teraz do poczatku i ponownie sprawdzamy
sume logiczng kodéw obu koncéw odcinka AC. Tym razem zaktualizowany kod dla konica w punkcie C
wynosi 0000, a zatem suma logiczna 0000 | 0000 daje nam wynik zerowy 0000. Oznacza to, Ze odcinek lezy
catkowicie wewnatrz obszaru widzialnego, wiec nie musimy juz nic przycina¢ i mozemy zakonczy¢
dzialanie algorytmu. W naszym kodzie wynik przyréwnania do zera jest prawdziwy, a zatem wejdziemy do
wnetrza omawianej juz wczes$niej instrukcji warunkowe;.

if (~any(kodl | kod2))

px1 = Xp;
px2 = xk;
pyl = yp;
py2 = yk;

% aktualizacja rysunku
plot([px1 px2], [pyl py2], 'g-', 'LineWidth',3);
disp('Sytuacja koncowa.');
return;
end

Do zmiennych px1, py1. px2, py2 (przechowujgcych finalne wspétrzedne odcinka po zakoniczeniu obcinania)
przypisujemy aktualne wspétrzedne poczatku i konca odcinka (czyli odcinka AC), rysujemy odcinek
wysSwietlajgc stosowng informacje i przerywamy dziatanie funkcji komenda return.
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4. Wypelnianie obszarow

Obok rasteryzacji odcinkéw i krzywych, wypelnianie obszaréw jest kolejnym waznym problemem w grafice
dwuwymiarowej. Dla nieskomplikowanych figur zagadnienie to wydaje sie stosunkowo proste, jednakze
w 0g06lnym przypadku, dla obszaréw o dowolnym ksztalcie, zaréwno wypuktych, jak i wklestych, zadanie to
jestjuz nietrywialne.

Algorytmy wypelniania r6znig sie w zaleznos$ci od sposobu opisu konturéw obszaru. Opis taki moze by¢
albo rastrowy (obszar zdefiniowany jest przez kontur w postaci zbioru punktéw na ptaszczyZnie rastra),
albo wektorowy (obszar ograniczony odcinkami, za$ definicja obszaru zaktada podanie wspétrzednych tych
odcinkéw). W zaleznosci od sposobu opisu wyrdzniamy dwie podstawowe grupy algorytmow: bazujace na
wypekianiu przez sp6jnos$¢ oraz bazujgce na kontroli parzystosci.

Algorytmy wypelniajace obszary przez spodjnos¢ sa typowe dla rastrowego opisu konturéw obszaru.
Zaktada sie w nich znajomos$¢ punktu znajdujgcego sie wewnatrz obszaru. W kolejnych krokach algorytm
dotgcza kolejne piksele w sgsiedztwie 4-spéjnym (lub 8-spdjnym), analizujgc ich kolor. Warunkiem
zatrzymania algorytmu jest sytuacja, w ktorej kolor przylegtego piksela jest rowny kolorowi konturu. Idee
wypelniania obszaréw przez sp6jno$¢ pokazano na rysunku 9.
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Rys. 9. Wypelnianie przez sp6jnos¢. Po lewej stronie pokazano fragment rastra. Kolorem czerwonym zaznaczone s3
piksele stanowigce kontur obiektu. Kolor ciemnoniebieski to punkt startowy wewnatrz obszaru (ziarno), za$ kolorem
jasnoniebieski zaznaczono jego 4-spojne sasiedztwo (czyli czterech najblizszych sgsiadéw)

Przykladowa realizacja wypetniania przez spéjno$¢ jest algorytm wypetniania przez sianie (nazywany
inaczej algorytmem wypelniania przez zalewanie lub ,pozarem prerii”). Algorytm ten realizowany jest
w postaci rekurencyjnej. W kazdym kroku procedury wypeiniania analizujemy piksel, w ktérym aktualnie
sie znajdujemy i jesli nie ma on koloru krawedzi ani wypeinienia, to malujemy go na odpowiedni kolor,
a nastepnie rekurencyjnie wywotujemy procedure dla jego czterech sgsiadéw. W przeciwnym razie nie
wykonujemy zadnej czynnoSci. Pseudokod procedury realizujacej algorytm wypetniania przez sianie
pokazano na listingu 5.
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procedura wypeiniania (wspdirzedne piksela, kolor konturu, kolor tza)
pobierz kolor aktualnego piksela;
jesli (kolor rdézny od koloru kRrawedzi 1 rozny od koloru wypetnienia)
ustaw kolor piksela na kolor wypeznienia;

wywotaj procedure wypeiniania dla piksela ponizej;
wywotaj procedure wypetniania dla piksela powyzej;
wywotaj procedure wypeiniania dla piksela na lewo;
wywotaj procedure wypeiniania dla piksela na prawo;

Listing 5. Pseudokod algorytmu wypetniania przez sianie

Rekurencyjny algorytm wypetiania przez sianie jest mato efektywny: moze spowodowac przepeinienie
stosu, a kolor pikseli badany jest nadmiarowo (kilkukrotnie sprawdzamy te same piksele). W algorytmie
mozna oming¢ stosowanie rekurencji poprzez uzycie struktury listy. Typowym za$ pomystem stosowanym
do przyspieszania jest operowanie nie na pojedynczych pikselach, lecz na tzw. segmentach, czyli ciagach
poziomych pikseli ograniczonych po obu stronach konturem.

W przypadku algorytmoéw z kontrolg parzystosci, charakterystycznych dla wektorowego opisu konturéw,
jedna z typowych realizacji nosi nazwe algorytmu ,YX". Jego dziatanie polega na kontroli parzystosci
przecie¢ wypelnianego konturu z poziomymi liniami rastra. Pewien problem, z ktérym nalezy sie zmierzy¢,
stanowia punkty lokalnych ekstremdéw brzegowych (wierzchotkéw). Idee algorytmu ,YX” z kontrolg
parzystosci pokazano na rysunku 10.
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Rys. 10. Idea wypetniania przez kontrole parzystosci. Po lewej stronie pokazano sytuacje idealna — kolejne pary przecieé
wyznaczajg poczatek i koniec poziomych odcinkdw linii rastra znajdujgcych wewnatrz wypelnianego obszaru. Po prawej
stronie zilustrowano sytuacje sporng w momencie natrafiania na wierzchotki [Dariusz Sawicki: Grafika komputerowa i
wizualizacja, Politechnika Warszawska]

W praktycznej realizacji algorytmu ,YX” dla kazdej krawedzi wielokata oblicza sie wszystkie punkty
przeciecia konturu z poziomymi liniami rastra. Otrzymane punkty przechowywane sg w liscie, ktéra
nastepnie sortuje sie przy zachowaniu stosownych regut. Nastepnie elementy listy grupowane sg w pary,
odpowiadajace poziomym odcinkom kolejnych linii rastra lezacych wewnatrz konturu. Dla wszystkich
takich odcinkéw zmieniany jest kolor na stosowny kolor wypetnienia (w procedurze tej nalezy jednak
przeanalizowac i uwzgledni¢ punkty wierzchotkowe).
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5. Zadania do wykonania

UWAGA: Zamieszczona poniZej lista ma na celu zademonstrowanie zakresu tematycznego i stopnia
trudnosci zdan realizowanych w trakcie laboratorium. Dokladne tresci zadan zostang podane przez
osobe prowadzaca zajecia i moga w pewnym stopniu réznic sie od tutaj przedstawionych.

Zad. 1. Plik bresenham_line.m zawiera kod funkcji implementujacej algorytm Bresenhama dla odcinkéw
o nachyleniu od 02 do 452 (opis w punkcie 2.1 instrukcji). Do jej uruchomia z odpowiednimi parametrami
stuzy skrypt zapisany w pliku bresenham_line_skrypt.m. Zadanie polega na modyfikacji funkcji i skryptu
w taki sposob, aby mozliwe byto wyswietlenie odcinka o poczatku w punkcie (1, 1) i koncu w punkcie (4, 6),
czyli o kacie nachylenia z zakresu 45-90 stopni. PodpowiedZ: w rozwigzaniu mozna postuzy¢ sie symetrig
wobec poczatku odcinka lub skorzysta¢ z uwag zamieszczonych pod koniec teoretycznego opisu algorytmu
w punkcie 2.1.

W sprawozdaniu zamiescié:

o kod zmodyfikowanej funkcji;
o rysunek demonstrujgcy jej dziatanie.

Zad. 2. Plik bresenham_circle.m zawiera szkielet funkcji stuzacej do resteryzacji okregu. Do jej wywotania
stuzy skrypt bresenham_circle_skrypt.m. Celem zadania jest uzupetnienie funkcji bresenham_circle na
podstawie opisu algorytmu w punkcie 2.2 instrukcji oraz pseudokodu z listingu 3. Podpowiedz: ze wzgledu
na znaczne podobienstwo algorytméw warto wzorowac sie na kodzie funkcji bresenham_line z zadania 1.

W sprawozdaniu zamiescic:

o kod funkcji;
o rysunki pokazujqce jej dziatanie dla trzech okregéw o réznych promieniach. Do sprawozdania nalezy
takze wpisac informacje o testowanych okregach.

Zad. 3. W pliku cohen_sutherland.m znajduje sie funkcja stuzaca do przycinania odcinkéw algorytmem
Cohena-Sutherlanda (szczegdétowy opis w punkcie 3 instrukcji). Do jej wywotania mozna uzy¢ skryptu
cohen_sutherland_skrypt.m. W obecnej wersji funkcja przycina tylko wzgledem gornej granicy obszaru
widocznego i ma niedokoriczong procedure kodowania koncéw odcinka. Zadanie polega na takiej
modyfikacji kodu, aby realizowat on przycinanie wzgledem wszystkich czterech brzegéw okna widoku.

W sprawozdaniu zamiescié:

o kod zmodyfikowanej funkcji;

o rysunki pokazujqgce dziatanie algorytmu dla réznych odcinkow - prosze przetestowac 4 rézne odcinki
obrazujgce przycinanie przez poszczegdlne boki okna (po jednym na kazdy brzeg okna) oraz
przynajmniej 2 odcinki przechodzqce przez okno widoku i wymagajqce przycinania z obydwu stron.
Informacje o testowanych odcinkach wpisac do sprawozdania.
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Zad. 4. Uzupetié rekurencyjng funkcje sianie.m realizujaca algorytm wypetniania obszaru przez sianie
(opis w punkcie 4, pseudokod na listingu 5). Nastepnie zmodyfikowaé skrypt sianie_skrypt.m w taki
sposob, aby mozliwe byto wypehienie okregu z zadania 2. W tym celu trzeba najpierw uruchomi¢ skrypt
z zadania 2 (bresenham_circle_skrypt.m), aby otrzymac¢ obraz okregu po rasteryzacji, a nastepnie - majac
wcigz otwarty rysunek - nalezy uruchomi¢ odpowiednio zmodyfikowany skrypt sianie_skrypt.m.

W sprawozdaniu zamiescic:

o kody zmodyfikowanych funkcji i skryptu;
o rysunki pokazujqce dziatanie algorytmu wypetniania dla dwdch réznych okregéw.
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6. Dodatek

W i-tym kroku algorytmu Bresenhama, po wypetnieniu piksela o Srodku w punkcie P;(x;, y;), ustalana jest
pozycja piksela do narysowania w kolejnym kroku (i+1). Dla odcinka nachyleniu od 02 do 452 wybor jest
ograniczony do dwdch pikseli, o Srodkach w punktach:

o Sii1(x; +1,y;), dla ktérego wspoétrzedna x-owa jest wieksza o 1 od wartosci dla obecnego punktu,
za$ wspotrzedna y-owa pozostaje bez zmian;

o Tiy1(x; +1,y; + 1), dla ktédrego zaré6wno wspotrzedna x-owa, jak i y-owa sg wieksze o 1 w stosunku
do obecnego punktu.

Oznacza to, ze piksel rysowany w kolejnym kroku algorytmu na pewno bedzie miat wspétrzedng x wieksza
o jeden, a niepewno$¢ dotyczy jedynie wspotrzednej y. Wiadomo réwniez, ze dla kroku i+1 rzeczywista
prosta przechodzitaby przez punkt Q;1 (x4, Y,). Wspotrzedna x-owa tego punktu wynosi¢ bedzie x; + 1, za$
wspolirzedna y-owg mozemy wyznaczy¢ z rOwnania prostej przechodzacej przez punkty P, oraz Py:

d
Yq = d_z (xqg =xp) +¥p (6-1)

d
Vg = d—z(xi +1-— xp) + ¥ (6.2)

Latwo zauwazy¢, ze optymalnym wyborem w kroku i+1 bedzie piksel, dla ktérego popemimy mniejszy btad
wobec punktu Q;, ;. Oznaczmy zatem przez t oraz s odlegtosci punktu Q;,; odpowiednio od punkt T;, ; oraz
S;+1- Latwo mozemy wyznaczy¢ te odlegtosci korzystajac z (6.2):

a
t=d(Ti41,Q+) =i+ D -y, =y +1— d_::(xi +1-x,)—w (6.3)

d
s=dQi+1,Si+1) =Yg — Vi = é(xi +1—x,)+ ¥ — Vi (6.4)
Poniewaz zalezy nam na poréwnaniu odlegtosci s oraz t odejmijmy je od siebie:
dy dy
s—t= [a(xi+1—xp)+yp—yi]—[yi+1—a(xi+1—xp)—yp]
s—t=22(x+1-x,)+ 2y,-2y; — 1 (6.5)
Oznaczmy sobie dodatkowo nasza réznice jako d;.: i przemno6zmy przez dx:

diy1 = (s — O)dx = 2dy(x; + 1 — xp) + 2y,dx—2y;dx — dx (6.6)

UzyskaliSmy w ten sposéb dos¢ ztozong zalezno$¢, ktérg mozna okresli¢é mianem zmiennej decyzyjnej -
jesli roznica bedzie mniejsza od zera woéwczas na pewno odlegto$¢ pomiedzy punktem S;, ;, a punktem Q; 4
jest mniejsza niz odlegto$¢ pomiedzy punktem T;,;, a punktem Q;,;. Oznacza to, ze w i-tym kroku
algorytmu na podstawie zmiennej decyzyjnej d;,; wybierzemy punkt S;,,. W przeciwnym wypadku, czyli
w sytuacji, w ktérej nasza réznica (zmienna decyzyjna) bytaby dodatnia (lub zerowa) wybierzemy punkt
T;+1- Na pierwszy rzut oka moze sie wydawa¢, ze wyznaczona w (6.6) warto$¢ zmiennej decyzyjnej niej jest
zbyt ,przyjazna” i prosta do wyliczenia. Zwr6¢my jednak uwage, ze réznice d;,; wyznaczamy w i-tym kroku
algorytmu w celu ustalenia, w jakim punkcie bedziemy znajdowac sie w kolejnym i+1 kroku. Korzystajac z
wyprowadzonej zaleznosci (6.6), zapiszmy sobie warto$¢ zmiennej decyzyjne d;, czyli warto$ci roéznicy,
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ktéra wyliczana byta we wcze$niejszym i-1 kroku algorytmu w celu ustalenia punktu, w ktérym znaleZlismy
sie w i-tym kroku (czyli aktualnego punktu P;):

d; = Zdy(xi - xp) + 2y,dx—2y;_1dx — dx (6.7)
Policzmy sobie teraz réznice pomiedzy d;,; a d;, czyli warto$¢ o jaka zmienia sie zmienna decyzyjna przy
przejsciu do kolejnego kroku algorytmu:
diz1—d; = [Zdy(xl- +1-— xp) + 2y,dx—2y;dx — dx] - [Zdy(xi — xp) + 2y, dx—2y;_1dx — dx]
diy1 — d; = 2dyx; + 2dy — 2dyx, + 2y,dx—2y;dx — dx — 2dyx; + 2dyx, — 2y,dx + 2y;_1dx + dx
diy1 —d; = —2y;dx + 2y;_;dx + 2dy = 2dx(y;_1 — y;) + 2dy (6.8)

Widzimy zatem, ze w kazdym kolejnym kroku algorytmu zmienna decyzyjna ulega modyfikacji o pewng
statg wartos¢, ktora zalezy bezposrednio od relacji wspétrzednych y-owych w kolejnych krokach algorytmu.

Zatézmy, ze w poprzedzajacym i-1 kroku, gdy decydowaliSmy o wyborze punktu P;(x;,y;) zmienna
decyzyjna d; miala warto$¢ ujemng. Wéwczas relacja pomiedzy wspoéirzedng y-owg punktu, w ktérym
znajdowali$my sie w kroku i-1 (symbolicznie oznaczong przez y;_;) a wspoéirzedng y-owq punktu P; (czyli
wspotrzedng y; ) jest nastepujgca: y; = y;_;. Wowczas na podstawi (6.8) mozemy zapisac:

diy1 — di = 2dx(y;—1 — yi) + 2dy = 2dy (6.9)
Wyrazenie (6.9) mozemy za$ przeksztatci¢ do postaci:
di+1 = di + Zdy (610)

Jesli zatozymy natomiast, ze w kroku i-1, gdy decydowaliSmy o wyborze punktu P;(x;,y;) zmienna
decyzyjna d; miata warto$¢ dodatniag, wéwczas relacja pomiedzy wspdétrzedng y-owa punktu, w ktérym
znajdowali$my sie w kroku i-1 (oznaczong przez y;_;) a wspotrzedna y-owq punktu P; (oznaczong y;) jest
nastepujaca: y; = y;_1 + 1. Wowczas na podstawie (6.8) mozemy zapisac:

diy1 —d; =2dx(yi_q —y;) + 2dy = 2dy — 2dx (6.11)
Wyrazenie (6.11) mozemy zas$ przeksztatci¢ do postaci:

diy1 =d; +2(dy — dx) (6.12)

W ten sposob przy pomocy dwdch prostych wyrazen (6.10) oraz (6.12) mamy recepte na modyfikacje
zmiennej decyzyjnej (w zalezno$ci od jej biezacej warto$ci i aktualnie wybranego punktu) przy przejsciu do
kolejnego kroku algorytmu. Innymi stowy w kazdym i-tym kroku algorytmu Bresenhama, znajdujac sie w
okreslonym punkcie P;, na podstawie wyliczonej nowej, zaktualizowanej warto$ci zmiennej decyzyjnej d; 1
(ustalenie zmiennej d; ., nastepuje przez zaktualizowanie biezacej warto$ci zmiennej d; zgodnie z prostymi
formutami (6.10) lub (6.12)) dokonujemy wyboru okreslonego punktu dla kolejnego i+1 kroku (S;;; jesli
diz1 <0lub T;yqjeslid;;; = 0). Aby swobodnie poruszac sie w tym algorytmie, potrzebujemy jeszcze tylko
poczatkowej, startowej wartosci zmiennej decyzyjnej (mozemy jg oznaczy¢ przez d,). Zdotamy jg jednak
wyznaczy¢ korzystajac z zaleznosci (6.7) oraz wiedzgc, ze zaczynamy od punktu poczgtkowego B, (xp, yp):

d, = Zdy(xp +1-— xp) + 2y, dx—2y,dx —dx = 2dy — dx (6.13)
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