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TRYGONOMETRYCZNY SZEREG FOURIERA

Sygnat okresowy o okresie podstawowym T, czestotliwosci
podstawowej f, i pulsacji podstawowej @, moze byC
przedstawiony w postaci nieskonczonej sumy:

x(t) = Ay + Z A, cos(nwyt + @,,) = Ay + Z A, cos(2mnfyt + @,,)

n=1 T n=1

sktadowa stata  N-ta sktadowa harmoniczna A, =20dlan=>1




WIDMO MOCY | TWIERDZENIE PA

0

SEVALA

A% A3 : :
{A%,?lf } widmo mocy (jednostronne)

Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755 - 1836)

matematyk i poeta

rojalista krytykujgcy rezim Napoleona Bonaparte

autor 5 publikacji na temat rachunku rézniczkowego i catkowego

,Mémoire sur les séries et sur l'intégration compléte d'une équation aux differences partielles
linéaires du second ordre, a coefficiens constants”

(5 kwietnial799 r. z poprawkag z 1801 r.)

L

, , Moc sygnatu okresowego jest sumg mocy
P.= A5 + Z Az /2 sktadowej statej i nieskoiczenie wielu
=1 sktadowych harmonicznych



SYNTEZA FOURIEROWSHKA | EFEKT GIBBSA

Tworzymy sume sygnatu statego i M sktadowych harmonicznych:

M
xy(t) = A, + Z 4, cos(nwyt + @,,)

n=1

Btad (Sredniokwadratowy) takiej aproksymacji rowna sie sumie mocy
pominietych sktadowych harmonicznych:

W przypadku syntezy fourierowskiej fali prostokatnej pojawiajg sie oscylacje
0 wyzszej amplitudzie w otoczeniu punktow nieciggtosci - efekt Gibbsa



EFEKT GIBBSA

« 1848 - odkryty przez Henry’ego
Wilbrahama, ktory w wieku 22 lat
opublikowat na ten temat prace
niezauwazong przez Srodowisko
matematyczne

» 1898 - Albert Abraham Michelson -
skonstruowat urzgdzenie do syntezy
fourierowskiej, w ktorym
zaobserwowat ten efekt ttumaczac
go btedem maszyny

» 1899 - Josiah Willard Gibbs -
opublikowany dowdod matematyczny
dotyczgcy natury tego efektu




EFEKT GIBBSA
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TRYGONOMETRYCZNY SZEREG FOURIERA -
POSTAC ROWNOWAZNA

X(t) = +2Ah003goncos (nayt) +§: (—A, sing, )sin(na,t)
n=1

X(t)=A +ian cos(na)ot)+ibn sin (Nayt)
n=1 n=1

» Dla sygnatow okresowych o symetrii parzystej : b =0

> Dla sygnatow okresowych o symetrii nieparzystej : &, = 0
» Dla sygnatow okresowych antysymetrycznych (symetrycznych
T
wzgledem osi odcietych t. ze x(t) = —x (t + ?0) A =0 szereg

Fouriera zawiera tylko sktadowe nieparzyste



SZEREG FOURIERA - PRZYKLADY

X(th
A
| hia (cos W,t — 1 cos 3w,t + 1 COS Sw,t — )
T § T 3 5
0
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X(t)
fi 4A 1 1
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WSPOLCZYNNIKI TRYGONOMETRYCZNEGO

SZEREGU FOURIERA

1 to+To
Ao —— j x(t) dt wartosS¢ Srednia sygnatu okresowego
T,

0t

2 to+To

a = T_ j x(t) Cos(na)ot) dt wspotczynniki widma parzystego

0t

2 to+Tp

bn — T_ I x(t)sin (na)ot) dt wspotczynniki widma nieparzystego

0t




LEONHARD EULER (1/07-1/83)

Portret z 1753 r. (aut.

E. Handmann)

e =cos@+ising o

szwajcarskKi fizyk i matematyk

16 lat - magister filozofii

19 lat - doktorat na temat rozchodzenia sie dzwieku
12- krotny laureat Wielkiej Nagrody Akademii Paryskiej
obszar zainteresowan: rachunek rozniczkowy i catkowy,
analiza matematyczna, fizyka

wprowadzit pojecie i oznaczenie funkcji f(x)

wprowadzit oznaczenia funkcji trygonometrycznych
wprowadzit state i, e, i symbol 2.

Im.l

i

ig
e =00s g+ isin g



http://pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Leonhard_Euler.jpg
http://pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Euler's_formula.svg

+NAJBARDZIEJ NIEZWYKLY WZOR W MATEMATYCE”

(Richard Feynman)

e” +1=0

» Wzor ten tgczy w sobie dziatania potegowania,
mnozenia, dodawania i rownosci

» Wystepuja w nim wszystkie state: e, I, 7, 1, 0



SZEREG ZESPOLONY FOURIERA

X(t)=A +ian cos(na)ot)+ibn sin (Nayt)
n=1 n=1

Do szeregu trygonometrycznego wstawiamy wzory Eulera:

COS(na)O'[) _ %(ejna)ot + e_J'ncoot) Sin (na)ot) — i_(ejna)ot _e—jna)ot)

2]
1 = - Jnapt 1 = - — Jnayt
x(t)=AO+EZ(an— jb, e’ +EZ(an+ jb,)e "
n=1 n=1

X(t) =Cp + icnejn%t + ic:e_jn%t x(t) — i Cnejnwot
n=1 n=1

N=—o0



WSPOLCZYNNIKI ZESPOLONEGO SZEREGU
FOURIERA




WIDMO AMPLITUDOWE, FAZOWE | MOCY

{‘Cn‘ ne Z} widmo amplitudowe (parzyste)
{arg C.,Ne Z} widmo fazowe (nieparzyste)

2
{‘Cn‘ N e Z} widmo mocy(parzyste)

Widmo wyznaczone z szeregu zespolonego Fouriera jest dwustronne.
Pojawia sie pojecie czestotliwosci ujemnych, ktorych nie ma
w przypadku widma jednostronnego.

cn|=idlan21,An20 PX:Z‘CH‘Z
2

N=—00

C_n| = |Cn| Tw. Parsevala




WSPOLCZYNNIKI CHARAKTERYZUJACE SYGNALY
OKRESOWE NIESINUSOIDALNE

Wspotczynnik odksztatcenia (dla sinusa k = 1)

Ajsk A12 _|A1|

K= ,
\/A§+Afk+A225k+... 2
Wspotczynnik zawartosci k-tej harmonicznej

e = Ay
‘ SN A 1

Wspotczynnik zawartoSci harmonicznych (dla sinusa h = 0)

R A L A A
\/A&2+A22+A32+... \/Aﬁk+A225k+A§sk+...




WIDMO SYGNALU OKRESOWEGO

» Sygnat okresowy ma widmo dyskretne - prgzkowe

> Prazki wystepujg na wielokrotnosciach czestotliwosci (pulsacji)
podstawowej

> Widmo wyznaczone z szeregu trygonometrycznego jest
jednostronne (prawostronne)

> Widmo wyznaczone z szeregu wykfadniczego jest dwustronne

» Petna informacja o sygnale jest zawarta w widmie amplitudowym
| fazowym - jest mozliwa rekonstrukcja sygnatu (synteza
fourierowska)

ale ...
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ale ...

» Szereg Fouriera nie moze byé bezposrednio
stosowany w praktyce do analizy czestotliwoSciowej
wszystkich sygnatow, gdyz:

e zatozono nieskonczony czas trwania, a sygnaty
obserwowane w praktyce majg skonczony czas
trwania;

e zatozono okresowoS¢ sygnatow, podczas gdy sygnaty
rzeczywiste sg najczesciej nieokresowe.

» Narzedziem uniwersalnym analizy czestotliwoSciowej
jest ZESPOLONE PRZEKSZTALCENIE FOURIERA

Karykatura
przedstawiajgca J. Fouriera
(aut. Julien-Leopold Boilly,
1820)

17



