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CEL CWICZENIA

e llustracja zwigzkéw miedzy opisem w dziedzinie czasu i czestotliwosci dla wybranych sygnatéw okresowych
czasu ciggtego.

e Aproksymacja sygnatu okresowego z wykorzystaniem trygonometrycznego szeregu Fouriera (synteza
sygnatu okresowego).

WYMAGANE WIADOMOSCI TEORETYCZNE
Szereg trygonometryczny Fouriera
Dany jest sygnat x(t), t e R, okresowy o okresie podstawowym T, czestotliwosci podstawowej f, =1/T,

i pulsacji podstawowej @, =27z f,. Przebieg ten mozna przedstawi¢ w postaci sumy sktadowej statej A,

i nieskonczonej liczby sktadowych harmonicznych (1.1):

x(t)=A +§:Ah cos(napt +¢,) = Ay +ZOO:A1 cos(2znfot +¢,) (1.1)
n=1 n=1

gdzie A, 20 jest amplitudg n-tej sktadowej harmonicznej, Nay = 27znf, — pulsacjg n-tej harmonicznej i ¢, —
fazg poczatkowa n-tej harmonicznej. Przeksztatcajgc wzor (1.1) otrzymuje sie rdwnowazne rozwiniecie x(t)

wzgledem funkcji harmonicznych COS(na)Ot) oraz sin(na)ot), n=1,2,..:

X(t) =a, + i[an cos(nayt) +b, sin(nayt) ] (1.2)
n=1
o wspotczynnikach:
to+To th+Ty
2
a, == [ x(dt, a, == [ x(t)cos(nat)dt (1.3)
TO ty TO t
th+To
Q=—fx®wm%MI (1.4)
T t

gdzie { eR.

Wzory (1.1) i (1.2) nazywane s3g rozwinieciami sygnatu okresowego x(t) w trygonometryczny szereg
Fouriera. Parametry obu rozwinie¢ powigzane sg nastepujacymi relacjami:

A=a, A =Ja+b’ (1.5)

cos¢n=%, sin¢n:—b—”, n>1 (1.6)

A,
Uwaga: Jezeli sygnat x(t) posiada symetrig parzystg (tzn. x(t) = x(-t), Vt e R ), to wszystkie wspdtczynniki by,
w rozwinieciu (1.2) s3 réwne 0, natomiast w przypadku sygnatu nieparzystego ( x(t) =—x(-t), VteR ),

wszystkie wspotczynniki a,, s3 zerowe.

Przyktad 1. Trygonometryczny szereg Fouriera sygnatu okresowego prostokatnego i tréjkatnego.

Sygnat okresowy bipolarny prostokatny o symetrii parzystej (rys. 1.1a), amplitudzie A i wspdtczynniku

wypetnienia d=T1/T0 (T; jest czasem trwania impulsu o amplitudzie dodatniej) ma rozwiniecie

w trygonometryczny szereg Fouriera (funkcji kosinusoidalnych) postaci:



sin(znd)

g cos(nayt) (1.7)

X(t) = A(2d 1)+ 3 4A

Sygnat okresowy bipolarny tréjkatny o symetrii nieparzystej (rys. 1.1b), amplitudzie A i wspdfczynniku
wypetnienia d =T1/T(J (T, jest czasem narastania impulsu) ma rozwiniecie w trygonometryczny szereg Fouriera

(funkcji sinusoidalnych) postaci:

sin(znd
X(t) = Zz - zé’z )d)sm(na)ot) (1.8)
a) b)
A
A To Ale—— T >
AA |-
> >
—1-Al Ty L -A t
< > T
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Rys. 1.1 Bipolarny parzysty sygnat prostokatny a), bipolarny nieparzysty sygnat trojkatny b).
Zespolony szereg Fouriera
Podstawiajgc do trygonometrycznego szeregu Fouriera (1.2) znane wzory Eulera:
cos(a) :l(e"“ +e”"1), sin(a) =i_(e"" —e”"’) (1.9)
2 2j

otrzymuje sie rozwiniecie sygnatu okresowego x(t) w zespolony (wyktadniczy) szereg Fouriera:

X(t) =a, +i%an (einwot +e_jn%t)+izijbn (ejna)ot _e—jnwo[)
1

n=1

:ao+il(an - jb,)e"™ +i%(an + jb,)e ! (1.10)
=1 n=1

=, +Zc e‘”"’“#Zc* g Inet

gdzie
1 . . 1 .
C =29, Cn:E(an_]bn)l Cn:E(an+an) (111)
Stad wynikajg zaleznosci:
a, =c,+c, =2Rec, (1.12)
b, = i(c, —¢;)=-2Imc, (1.13)

Zespolony szereg Fouriera sygnatu okresowego x(t) (1.10) mozna przedstawi¢ réwnowaznie w skréconej
postaci:

xt)= 3 c,e (1.14)

n=—w



gdzie ¢ , =c; (p.(1.11)) oraz

1 to+To .
== [ x@®e™dt t,eR (1.15)
T i

Na podstawie wzoréw (1.5) i (1.11) mozna zauwazyé, ze parametry rozwiniecia w trygonometryczny szereg
Fouriera (1.1) dajg sie wyrazi¢ jako funkcje wspotczynnikow c,:

A =¢, A =2, dla n>1 (1.16)
#, =argc, (1.17)

Pojecie widma sygnatu okresowego

Widmem amplitudowym jednostronnym (por. wzér (1.1)) nazywamy zbidr amplitud sktadowej statej
i kolejnych harmonicznych: {Ay, A, A;,...}, A, 20 . Jednostronne widmo gestosci mocy definiuje zbiér
{A2,A2/2,A2/2,..}, gdzie A? jest moca sktadowej statej, A?/2 — mocg n-tej harmonicznej. Jednostronne
widmo fazowe stanowi zbiér faz poczatkowych kolejnych harmonicznych: {¢1,¢2,} .

Zauwazmy, ze widma sygnatow okresowych s3 dyskretne (prazkowe), a prazki pojawiajg sie na

czestotliwosciach nf, bedacych wielokrotnosciami czestotliwosci podstawowej sygnatu okresowego x(t).
Widmem amplitudowym dwustronnym sygnatu x(t) (por. wzor (1.14)) nazywamy zbior

P 2 . .
{|cn|,n:0,$L$2,...} , widmem gestosci mocy: {|cn| ,n:O,;l,:LZ,...} , natomiast widmem fazowym:
{¢n “é =argcn,n=$J,$2,...}. Moc n-tej harmonicznej mozna obliczy¢ jako sume odpowiednich prazkéw

dwustronnego widma mocy: [c_,[* +|c, |-

Zauwazmy, ze w widmie wyznaczonym na podstawie rozwiniecia (1.14) pojawiajg sie czestotliwosci
ujemne, ktérych nie ma w przypadku widma wyznaczonego z uzyciem wzordw (1.1) i (1.2). Wysokosci prazkow
w widmie amplitudowym dwustronnym (poza prazkiem n = 0 odpowiadajgcym sktadowej statej) sg dwukrotnie
mniejsze od odpowiednich prazkdw widma amplitudowego jednostronnego. Ponadto dwustronne widmo
amplitudowe oraz widmo mocy majg symetrie parzysta, natomiast dwustronne widmo fazowe jest nieparzyste.

Twierdzenie Parsevala dla sygnatéw okresowych

Rozwiniecia w trygonometryczny (1.1) lub zespolony szereg Fouriera (1.14) pozwalajg obliczy¢ moc
$rednig za okres lub moc sygnatu w zadanym pasmie czestotliwosci. Podstawe obliczen stanowi twierdzenie
Parsevala dla sygnatéw okresowych:

Twierdzenie 1.1: Moc s$rednia P, sygnatu okresowego x(t) obliczona w dziedzinie czasu jako

1 to+To

Po== [ [x(t) dt t, e R (1.18)
T

jest rowna sumie mocy sktadowej statej i mocy sktadowych harmonicznych:

®© 2
a:&+2%- (1.19)
n=1

lub, rwnowaznie, sumie wszystkich prazkéw dwustronnego widma gestosci mocy



P, = Z e[’ (1.20)

Moc sygnatu w pasmie czestotliwosci [—kfo,kfo] oblicza sie na podstawie wzoru (1.20) jako sume

k 2 2
P = 2o 1Cl° =A)+Al?+...+% (1.21)
n=-k

Wspotczynnik zawartosci harmonicznych

Wspoftczynnik zawartosci harmonicznych h (nazywany rdwniez wspéfczynnikiem znieksztatcen
harmonicznych) wyraza stosunek mocy wszystkich harmonicznych z pominieciem pierwszej harmonicznej
i sktadowej statej do catkowitej mocy sygnatu (réwniez z pominieciem sktadowej statej). Jest on miarg
odksztatcenia sygnatu od sygnatu sinusoidalnego. Mozna go wiec opisaé¢ wzorem:

(1.22)

Synteza sygnatu

Zadanie syntezy sygnatu okresowego polega na rekonstrukcji sygnatu na podstawie jego widma
amplitudowego i fazowego. Mozina je efektywnie rozwigza¢ przy dostatecznie duzej liczbie sktadowych
harmonicznych m (teoretycznie przy m = o). Do oceny doktadnosci przyblizenia danego przebiegu przez
trygonometryczny szereg Fouriera (1.1) moga stuzy¢ zaleznosci energetyczne. Jako miare przyblizenia przyjmuje
sie odchylenie sredniokwadratowe:

1 to+To

on=z [ (x®-x, O} dt, t, e R (1.23)

0 1

gdzie x(t) jest szeregiem Fouriera okreslonym wzorem (1.1), natomiast X, (t) — szeregiem zawierajacym tylko m

harmonicznych (sumg czesciowa szeregu Fouriera). Mozna pokazaé, ze btad Sredniokwadratowy jest réwny

sumie mocy pominietych sktadowych harmonicznych:

=23 [ef =33 A (120

n=m+1 n=m+1

ZADANIA DOMOWE

1. Na podstawie wzorow (1.7) i (1.8) wyznaczy¢é pierwsze dziesie¢ prazkéow jednostronnego widma
amplitudowego (w dB i V), fazowego i gestosci mocy nastepujgcych sygnatéw okresowych o czestotliwosci
podstawowej f, = 1 kHz i amplitudzie A=1V:

(a) parzystego bipolarnego przebiegu prostokgtnego o wspdtczynniku wypetnienia d = 1/2,
(b) nieparzystego przebiegu tréjkatnego, d = 1/2.

2. Dla kazdego z powyzszych sygnatéw obliczy¢ wspotczynniki zawartosci harmonicznych h —wzér (1.22),
moc $rednig za okres P, — wzor (1.18) oraz moc zawartg w pierwszych dziesieciu harmonicznych — wzér
(1.20).



3. Woyznaczy¢ btad sredniokwadratowy aproksymacji przebiegdéw prostokagtnego i tréjkatnego z poprzednich
zadan skoniczong sumga dziesieciu harmonicznych trygonometrycznego szeregu Fouriera. Skorzystac ze
wzoru (1.24).

OPIS STANOWISKA POMIAROWEGO
Wykaz przyrzadow:

e Generator sygnatowy TG230 2 MHz

e Oscyloskop

e Kaseta NIcRIO 9073 z modutami przetwornikdw C/A N1 9263 i A/C NI 9025.
Uwaga! Wejscie przetwornika A/C oznaczone jest kolorem zéttym, a wyjscie przetwornika C/A — kolorem
czerwonym. Oznaczenia znajdujg sie na przewodach w poblizu wtyczek BNC.

Synteza sygnatu okresowego

Na rysunku 1.2a przedstawiono schematycznie uktfad pomiarowy stuigcy do syntezy przebiegu
okresowego na podstawie czesciowej sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera. Opracowany w LabView
program synteza.exe umozliwia wprowadzenie wartosci amplitud i faz pierwszych dziesieciu (liczac ze sktadowg
statg) sktadowych harmonicznych. Wynikowy przebieg po konwersji C/A w NIcRIO zostaje podany na wejscie
CH1 oscyloskopu. W kanale CH2 oscyloskopu istnieje mozliwos¢ réwnoczesnego wyswietlenia syntezowanego
sygnatu pochodzacego z zewnetrznego generatora. Na rys. 1.2b przedstawiono wyglad okna programu
synteza.exe.

a)

Generator =

CHI CHX EXT

T 1 °

J 1

Rys. 1.2 Uktad pomiarowy do syntezy sygnatéw okresowych a), okno programu synteza.exe b).

Obserwacja widma sygnatéw okresowych

Na rysunku 1.3a przedstawiono schematycznie uktad pomiarowy do badania widma sygnatéw
okresowych. Sygnat z zewnetrznego generatora doprowadzony jest przez trojnik do oscyloskopu oraz karty A/C
NIcRIO. Na oscyloskopie obserwujemy przebieg badanego sygnatu. Po uruchomieniu programu okresowe.exe,
w oknie programu widoczny jest zarejestrowany fragment przebiegu sygnatu (gérny uktad wspotrzednych) oraz
wyznaczone widmo (dolny uktad wspétrzednych) (rys. 1.3b).



[ LES

AT

Generator — Tk RI4S

0000000

e a e
I\) S I\ —’I

CHI CH2  EXT TN =
e i . L= |

Rys. 1.3 Uktad pomiarowy do obserwacji widma sygnatéw okresowych a), okno programu okresowe.exe b).

ZADANIA DO WYKONANIA W LABORATORIUM

Zadanie 1: Synteza sygnatu okresowego

Zestawi¢ uktad pomiarowy zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 1.2a. Uruchomic¢ program

synteza.exe (rys. 1.2b), ktéry umozliwia wprowadzenie wartosci amplitud i faz pierwszych dziesieciu (liczac ze

sktadowg statg) sktadowych harmonicznych oraz synteze sygnatu. Dla sygnatu prostokatnego i tréjkatnego

(d=1/2) wykona¢ nastepujgce czynnosci:

Za pomocq gatki ustawic¢ czestotliwos¢ podstawowg na wartos¢ wskazang przez prowadzacego.

Ustawi¢ wartosci wszystkich amplitud i faz na 0. Wyfaczy¢ wszystkie sktadowe harmoniczne (przefaczniki
w pozycji ,,off”).

Whprowadzi¢ wartosci amplitud i faz kolejnych harmonicznych zgodnie z obliczeniami wykonanymi
w ramach pracy domowej.

Witaczaé kolejne harmoniczne. Po kazdym kroku obejrze¢ na oscyloskopie przebieg syntezowanego sygnatu
i poréwnad go z sygnatem z generatora.

Zadanie 2: Obserwacja widma sygnatow okresowych

Zestawi¢ uktad pomiarowy zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 1.3a. Uruchomi¢ program

okresowe.exe (rys. 1.3b).

Wygenerowac sygnat sinusoidalny o amplitudzie 1 V i czestotliwosci 1 kHz. Obejrze¢ i skomentowad

widmo amplitudowe tego sygnatu. Nastepnie dla sygnatu prostokatnego i tréjkatnego (d=1/2) wykonaé

nastepujace czynnosci:

Ustawi¢ na generatorze wartosci amplitudy i czestotliwosci takie jak w pracy domowej. Sprawdzi¢
poprawnos¢ ustawien na oscyloskopie.

Sprawdzi¢, czy wysoko$¢ prazka obrazujgcego pierwszg harmoniczng zgadza sie z wartoscig obliczong
w pracy domowej. W przypadku stwierdzenia istotnych rozbieznosci, powiadomi¢ o tym fakcie
prowadzacego i postgpi¢ wedtug jego wskazéwek.



e Odczyta¢ wartosci widma amplitudowego. Przedstawi¢ widmo w postaci wykresu na tle widma obliczonego
teoretycznie.

e Na podstawie odczytanych wartosci widma amplitudowego wyznaczy¢ widmo mocy, obliczy¢ moc zawartg
w pierwszych dziesieciu harmonicznych i poréwnac jej wartos¢ z mocg srednig za okres wyznaczong
w zadaniu domowym.

Zadanie 3: Obserwacja widma sygnatéw biomedycznych

Postepujagc zgodnie ze wskazéwkami prowadzgcego, wykresli¢c w sSrodowisku Matlab widma amplitudowe
wskazanych sygnatow biomedycznych. Odpowiedzie¢ na zadane przez prowadzgcego pytania.
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