ANALIZA SYGNALOW | SYSTEMOW
W PRAKTYCE

Dyskretne przeksztatcenie Fouriera
(DFT) i algorytm FFT

Kajetana Snopek




N-PUNKTOWA DFT

Sygnat dyskretny reprezentowany {x(n)} Ll {X(O) | X(l) ..... X( N _1)}

przez cigg N probek w jednym
okresie sygnatu T = NT, b

Dyskretyzacja w dziedzinie N=—o0
czestotliwosci f — kAf
x(nTy) = x(n),X(k Af) = Xy(k)
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WLASNOSCI FUNKCJI W "

Ortogonalne

N -1
> WOWT" =
n=0

‘N dla k=

Okresowe o okresie N

0 dla k=l

W kn :W(k+N)n —\W k(n+N)



WIDMO SYGNALU

widmo: {X,(k), k=0,1,...,N -1}
Widmo amplitudowe: {‘XN (k)‘, k=0.1..., N —1}

Widmo fazowe: {arg Xy (k), k=0,1...,N —1}

Widmo mocy: {‘XN (k)‘2 " k=0.1,..., N —1}

Widmo jest funkcjg N-okresowa



PRZYKLAD 1

Wyznaczy¢ 4-punktowg DFT sygnatu x(n) = {0, 1, 2, 3}. Narysowac¢ wykresy

widma amplitudowego i fazowego.
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WYBRANE PARY TRANSFORMAT DFT

Sygnat x(n), 0<n<N-1 Transformata X (k), 0<k<N-1
5(n) 1
s(n—ny), 0<n,<N-1 -i2amk/N
/7N o<k, <N -1 5(k—k,)
1(n)-1(n—N) (k)
sin 7k (m+1)
1, 0<n<m | L& N
0, m<n<N-1 Xp| J N Il
sin




WLASNOSCI DFT

* Liniowosé
DFT DFT
Jezelix(n) «— X(k),y(n) «—> Y (k) oraz a, B € R, to:
DFT
ax(n) + By(n) «— aX (k) + Y (k)

» Okresowosé

vneZ: x(n) =x(n+N)

VkeZ: X(k)=Xk+N)

e Symetria dualna

DFT 1
X(n)e— Nx(—k)

* Inwersja czasowa

DFT
x(N —n)— X(N — k)



WLASNOSCI DFT: PRZESUNIECIE CYKLICZNE W CZASIE

x(n) przesuwamy cyklicznie o m w prawo i otrzymujemy sygnat y(n) :
y(n) =x(n—m)y = x(mod(n + m, N))

n+m, jesSli n<N-m

mod(n+m,N)={n_|_m_N, jesli n=N—m

x(n) x(n—2),

0 1 2 3 0‘1 2‘3

DFT
x(n—m)y Y (k) = X(k)wrm




PRZESUNIECIE CYKLICZNE W PRAWO

X(n)
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WLASNOSCI DFT: PRZESUNIECIE CYKLICZNE W DZIEDZINIE
CZESTOTLIWOSCI

X (k) przesuwamy cyklicznie o [ w prawo i otrzymujemy widmo Y (k) :

Y(k) = X(k — )y = X(mod(k + ,N))

y(n) = x(W M e X (k — Dy

———————— —r————————————




WELASNOSCI DFT: SPLOT, ILOCZYN, ROWNOSC PARSEVALA

. Splot kotowy (cykliczny) Lx(@y(m) < XY (k),

gdzie splot kotowy ® definiujemy jako:

N—-1

x(n)®y(n) = Z x(m)y(n—m)y,n=01,..,N -1

m=0

L)L y(0) dla n=20
YUNTIy(N=n) dla n=0,12..,N—1

DFT
* lloczyn x(n)y(n) — X(k)Q®Y* (k)
* RoOwnoSs¢ Parsevala
N-1 N-1
1 2 2
=Y k@I = ) X0
n=0 n

=0



PRZYKLAD 2

Wyznaczy¢ 4-punktowe DFT sygnatow X(n) i y(n) zdefiniowanych nastepujaco:
x(n) ={2,0, 1, 0}, y(n) ={3, 2, 1, 0} i zweryfikowac twierdzenie o splocie cyklicznym.

» Obliczamy 4-punktowe DFT sygnatow x(n) 1 y(n):

X (k)=1>"x(n)e ™" =1(2+e7™)={2 1,
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» Obliczamy iloczyn widm X(K) i Y(K) i odwrotng DFT:

X ()Y (k)= (. 3-4 183+ 1)



PRZYKLAD 2 - ciaG DALSZY

» Obliczamy splot cykliczny sygnatow x(n) 1y(n):

3

x()®y(n)=2 x(m)y(n-m),=

_x(0)y(n), + x(1) y(n-1), + x(2) y(n—2), + x(3)y(n-3)
={7,4,5,2)

» Ostatecznie mamy:

1 DFT

Sx(m@y(n)e X (k)Y (k)



PRZECIEK WIDMA

Jezeli w DFT pojawiaja sie sktadowe nie wystepujgce
w widmie sygnatu analogowego, to zjawisko takie nosi
nazwe przecieku widma.

Jedng z metod redukcji przecieku widma jest
zastosowanie okienkowania sygnatu w dziedzinie
czasu z oknem w(n).

DFT sygnatu okienkowanego:

Xy (k)=> w(n)x(n)e =™



PRZYKLADY OKIEN CZASOWYCH
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PRZYKLADY OKIEN CZASOWYCH
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PRZYKLAD 4 - pRzECIEK WIDMA

Probki sygnatu czasu ciagtego pobierane sg z czestotliwoscia f, = 8 Hz.
Stosujac 8-punktowag DFT wyznaczy¢ i narysowac¢ widma amplitudowe
sygnatow: (a) X,(t) = sin(2xt), (b) X,(t) = sin(3nt).

A Xa(k A
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Moc zawarta w prgzkach DFT jest taka sama w obu przypadkach i rowna 0.5.
Mozna powiedzie¢, ze moc zawarta w dwoch prazkach w przypadku (a) ,rozlata”
sie na wszystkie osiem prazkow w przypadku (b).
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ALGORYTM FFT

Szybka Transformacja Fouriera FFT (z ang. Fast
Fourier Transform) jest algorytmem numerycznego
wyznaczania DFT polegajacym na zmniejszeniu liczby
operacji obliczeniowych i liczby danych posrednich.

/aktada sie, ze liczba N powinna by potegg 2.

Istniejg dwie wersje tego algorytmu znane jako FFT
Z podziatem czasowym oraz FFT z podziatem
czestotliwosciowym.



ALGORYTM COOLEYA-TUKEYA (1965)

i

James Cooley (ur. 1926) John Tukey (1915-2000)



Metoda ,Dziel i zwyciezaj” stosowana jest powszechnie
w informatyce. Polega na rekurencyjnym dzieleniu ztozonego
problemu na dwa lub wiecej prostszych do momentu uzyskania
podproblemow nie wymagajacych skomplikowanych obliczen.



FFT Z PODZIALEM CZASOWYM

Podziat N-punktowego przeksztatcenia na dwa N/2-
punktowe, nastepnie na cztery N/4-punktowe itd.
dokonuje sie | razy (N=2)) az do otrzymania
przeksztatcenia 2-punktowego.

Do wyznaczenia N-punktowej FFT nalezy wykona¢ N/2
operacji mnozenia oraz N operacji dodawania.

Catkowita liczba operacji elementarnych wynosi IN/2
operacji mnozenia i Nl operacji dodawania.

ZtozonoS¢ obliczeniowa algorytmu FFT wynosi Nlog,N.



FFT Z PODZIALEM CZASOWYM

Bazowg operacjg FFT jest tzw. ,motylek”: operacja
wigzaca dane wejsciowe A, B z wyjSciowymi X, Y

A " > X
i X=A+W'B

B W:Y Y=A-W,\‘|‘B

Sygnat pierwotny podawany jest na wejscie grafu
motylkowego w uporzgdkowaniu z odwrocong
kolejnosScia bitow.



Porzadek
naturalny

~N o o0 B WO N - O

Zapis binarny
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8-PUNKTOWA FFT

x[0] X: XAA[O] /W > X"[0]
x[4] XM[1] ><><»XA[1]
X[2] X—» xAB[O] W4 > X[2]
x[6] > XAB[l] >xA[3]

X[1] X—» XBA[O] W’XB[OJ
x[5] > XP[1] ><>< > X°[1]
x[3] X—» X®°[0] / >xB[2]
x[7] > X[

/

XB[3]




o

Stosujac algorytm FFT z podziatem czasowym wyznaczyé 8-punktowg DFT
sygnatu X[n] = (n+1)/8. Naszkicowa¢ widmo amplitudowe i fazowe tego

.sygnatu.
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PRZYKLAD 5 - ciaG DALSZY

X (0)=X"(0)+W, X®(0)=4.5 X (4)=X"(0)-W,X?(0)=-0.5
X(1)=X"L)+WeX* (1) ==3+552 ] X(5) =X (1)-WyX® (1) == +552 |
X (2)=X"(2)+W;/X®(2)=-1+1] X (6)=X"(2)-WyX®(2)=-4-1]
X(3)=X"(3)+WSX®(3)=-3+22j  X(7)=X"(3)-WX®(3)=-1-12]
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Widmo amplitudowe Widmo fazowe



