Odpowiedzi do przykladowych zadan do kolokwium 2 -ASiSP
Semestr letni 2019

FILTRACJA FOURIEROWSKA
1.1 Wyznaczamy widmo sygnatu na wyjsciu filtru ze wzoru: Y (f)=X(f)H(f), gdzie
X(f)=F {Sa(47rt)} =%H(£j Na wspdlnym wykresie przedstawiamy widmo X ( f) oraz charakterystyke

czestotliwosciowg H ( f) filtru idealnego BP.

Widmo sygnatu wejsciowego i ch-ka

-1 —1)4+1
czestotliwosciowa filtru Y ( f ) - 4H( f 1) + 4H( f +1)

1,2 Stosujgc tw. o modulacji otrzymujemy:
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y(t)=3Sa(xt)cos(2xt).
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1.2 Zadanie rozwigzujemy podobnie jak zad. 1.1. Wyznaczamy widmo sygnatu wejsciowego:

X (w)=F{2Sa(t)cos(3t)} = ﬂ-{H(w;3j+H(w;3H . Na wspdInym wykresie przedstawiamy widmo X (@)

oraz charakterystyke czestotliwosciowa H (o) filtru idealnego HP.

Widmo sygnatu wejsciowego i ch-ka czestoliwosciowa filtru
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Wyznaczamy widmo sygnatu na wyjsciu filtru ze wzoru: Y (@)= X (@)H (®) i obliczamy energie y(t)

stosujgc tw. Parsevala w dziedzinie .



4
E, =i-2- J.47r2da)= 47r(4—a)g ) Wiadomo, ze energia sygnatu wejsciowego E, =i-2-7r2 2=2r.
2 2

g
Energia sygnatu wyjsciowego powinna by¢ rowna m. Rozwigzujemy réownanie: E, = 47[(4—609 ) =7, skad

otrzymujemy «, =3,75 rad/s.

1.3 Wyznaczamy widmo sygnatu okresowego o okresie podstawowym réwnym 8 majgcego postac
nieskonczonej sumy ciggu impulséw prostokatnych o amplitudzie % i czasie trwania 4 :

Sygnat wejsciowy okresowy
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Widmo sygnatu okresowego x(t) jest dyskretne: X (a))=27chn5(a)—na)0), @y =2rx1T, =r/4,

a wspdtczynniki ¢, =TiZ(na)o) =%Z(n%) , gdzie Z(w)=F {%H(%j}z 2Sa(2w). Mamy wiec

0

C, =%-2-Sa(2n%j=%8a(n%j. Prazki widma pojawiajg sie na pulsacjach bedacych wielokrotnosciami

pulsacji podstawowej réwnej /4.

Wiadomo, ze sygnat na wyjsciu filtru ma postac y(t) =lcos(%t], jego widmo jest réwne
T

Y(w)=5(o-%)+5(w+%), czyli zawiera tylko dwa prazki na pulsacji +7z/4. Ponadto Y (@)= X (o)H (o).
Filtr powinien by¢ tak dobrany, aby z widma X (a)) »wycinat” jeden prazek odpowiadajacy pulsacji +z/40

wysokosci rownej 2zc, = ZE-%Sa(%J =1. Spetnienie tego warunku zapewnia idealny filtr BP o statym

wzmocnieniu réwnym 1, pasmie przepustowym np. (a,@,)=(0,7/2).

1.4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji cos(2t) oraz x(t)=sgn [cos(Zn“t)J. Sygnat x(t) ma postac

bipolarnego ciggu impulsow prostokatnych o czasie trwania 0,5 s, amplitudzie +1 i okresie podstawowym
rownym 1.



Sygnat wejsciowy okresowy
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Wyznaczmy widmo tego sygnatu: X (f) =ch5( f —nfy), f, =1Hz, gdzie wspdtczynniki c, sg réwne:

o =%Z(nf0)= Z(n-1),a Z(f) oznacza widmo réznicy impulséw: z(t) =H(éj—ﬂ(%j. Mamy wiec:

Z(f)=l5 [”f j—ESa(”f je‘j”f = 18a[7”c j(l—e‘j’”).
2 2 2 2 2 2

Obliczmy wspétczynniki: c, =%Sa[n%](l—e‘j””). Otrzymujemy: X ( f)=%28a(n%}(l—e‘j””)5(f -n).
n

W zadaniu mamy do czynienia z filtracjg idealng LP. Filtr ,,przepuszcza” czestotliwosci z pasma [—g g} Hz .

1
Widmo sygnatu na wyjsciu filtru jest réwne: Y (f)=X (f)H(f)= Z ¢,6(f —n). Obliczmy wspétczynniki

n=-1

2
_ = —iz — A i —
q—zsa(zj(l e )—ﬁ—c_l,wspoiczynmk C, =0.

Widmo Y(f)=g[§(f -1)+5(f +1)] , a sygnat na wyjsciu filtru jest réwny y(t)=icos(27rt).
T T

Sygnat na wyijsciu filtru

t[s]




1.5 Odpowiedz? jednostkowa i impulsowa powigzane sg relacjg: %k(t) = h(t). Rdézniczkujac, otrzymujemy:

d -2 -2 . _ . 7 . . .
a%(l—e t)-1(t)=e “-1(t), czyli h(t)=e"-1(t). Charakterystyka czestotliwosciowa filtru jest transformata
Fouriera odpowiedzi impulsowej: H (@)= F{e’2t -1(t)}= . Charakterystyka amplitudowa jest réwna
+jo
1
A(w)=H (o) = (p. rysunek). Jest to filtr rzeczywisty LP. Wyznaczmy pasmo 3-decybelowe:
| | N
A(O
( ) L . Rozwigzujemy réwnanie ! = L , skad otrzymujemy

1
A(a’sds)zf:m' A(de):m

pasmo 3dB: [-2,2] rad/s.

«/4 + a)gde 2*\/5

Charakterystyka amplitudowa filtru
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Charakterystyka czestotliwosciowa jest rowna H(o)=—— = . Rdwnanie ,wejscie-wyjscie” ma

postac y(t)=%{x(t)—dy—(t)]

dt
x(f) W)
t() >@4‘D—b
d/dt |
1.6 Wyznaczamy widmo sygnatu wejsciowego X (w)=F {e“l(t)+e‘3‘1(t)} I + ! 4+2jo
1+ jo 3+ jw (1+ ja))(3+ ja))

1 1 )\ 6
1+ jo 4+ jo (1+ ja))(4+ja)) '

oraz widmo sygnatu na wyjsciu filtru: Y (w)=2F {e"l(t) — e""l(t)} = 2[



Y(w) 3+ jow
X(w) (4+jo)(2+ jo)
wyznaczamy jako odwrotng transformate Fouriera transmitancji czestotliwosciowej, stosujac rozktad na
utamki proste:

. Odpowied? impulsowa

Charakterystyka czestotliwosciowa jest rowna H ()=

_ _ 3+ jw A B
h(t)=F*{H =3.F1! =3. ,skad A=B=1.
) { (a))} {(4+ jo)(2+ ja))} (4+ ja)+2+ ja)] > 2

Odpowiedz impulsowa jest réwna h(t) =§(e4‘t +e? )1(t). Réwnanie ,wejécie-wyjécie” wyznaczamy z

transmitancji czestotliwosciowej:

j(((aa)))) :3(4+ j3;)+)(12a)+ o)’ IX (w)+3jwX (0)=8Y (w)+6jwY (a))+(ja))2Y (). Odwrotne przeksztatcenie

dx(t) dy(t) d?y(t)
=8 t 6 ’
dt y(0)+ dt " dt?
9 3dx(t) 3dy(t) 1d%y(t)
t)==x(t)+=> -= -z .
y(®) 8“)+8 dt 4 dt 8 dt?

Fouriera daje ostatecznie: 9x(t)+3 co jest rbwnowazne:

Przyktadowy schemat blokowy:
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PROBKOWANIE

2.1 (a) Czestotliwos¢ maksymalna wynosi f__, =2 Hz, stad czestotliwosé Nyquista jest réwna fy =4 Hz.

Warunek Nyquista nie jest spetniony, zajdzie zjawisko aliasingu czestotliwosciowego. Widmo sygnatu

f—3n
2

sprébkowanego dane jest wzorem: X (f)= fSZX (f —nfs)=SZA( ) Przedstawiono je na

wykresie:

Widmo svgnjagu sprobkowanego
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(b) Czestotliwo$¢ maksymalna wynosi f, ., =2 Hz, stad czestotliwos¢ Nyquista jest rowna f =4 Hz. Warunek

Nyquista nie jest spetniony, zajdzie zjawisko aliasingu czestotliwo$ciowego. Widmo sygnatu sprobkowanego dane

. f—3n . . .
jest wzorem: X (f)= fszn:X (f- nfs)=3zn:H(T]. Przedstawiono je na wykresie:

Widmo sygnatu sprobkowanego
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2.2 Widmo sygnatu analogowego jest rowne X(f):H(f), czyli f,, =05, a czestotliwo$¢ Nyquista

mi

fy =1Hz. Prébkujemy z czestotliwoscia wiekszg od fy, czyli nie zachodzi zjawisko aliasingu. Widmo sygnatu
sprobkowanego jest rowne: X;(f) = 2Y, X(f —2n) = 2, [1(f — 2n). Pokazano je na rysunku:



Widmo sygnatu sprobkowanego i ch-ka filtru
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Sygnat sprébkowany podano na wejécie filtru o odpowiedzi impulsowej h(t)=Sa(2xzt)cos(4xt) i ch-ce

czestotliwosciowej H(f)=%l‘[(%j+%l‘[(%),czyli idealnego filtru pasmowo przepustowego o

wzmochieniu % w pasmie przepustowym o szerokosci 2 Hz i czestotliwosci Srodkowej 2 Hz.

Widmo sygnatu wyjsciowego jest réwne Y(f)z%H(¥j+%H(fiz), a sygnat wyjsciowy

y(t)=Sa(t)cos(4xt).

2.3 Sygnat x(t)=100Sa’ (1007t) ma widmo X () =A[%) . Jego pulsacja maksymalna wynosi 2007 rad/s.
T

Pulsacja Nyquista jest rowna «y =400x rad/s. Prébkujemy z czestotliwosciag f, =150 Hz, co odpowiada
pulsacji , =3007 rad/s. Widmo sygnatu sprobkowanego jest rowne

o —n-3007r
G =150» X(®w—-n-3007)=150>» A| ——|.
(a)) Zn: ( f ﬁ) Zn: ( 2007 j

Widmo sygnatu analogowego (x150) i widmo sygnatu
sprobkowanego
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Sprawdzamy z wykresem, kiedy jest spetniony warunek G(w)=150X (@), |@|<ay i odczytujemy wartos¢

w, =1007 rad/s.



2.4 Sygnat analogowy ma postac: x(t)=4cos(80zt)—2cos(40xt). Jego czestotliwos¢ maksymalna jest réwna
fx =40Hz, a czestotliwos¢ Nyquista fy =80Hz. Probkujemy z czestotliwoscig f, = f,,. Widmo sygnatu
spréobkowanego dane jest wzorem:

X,(f)=80>[25(f -n-80+40)-5(f -n-80+20)-5(f—n-80-20)+25(f-n-80-40)]

Widmo sygnatu sprébkowanego Xs(f)/80
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Sygnat sprébkowany podawany jest nastepnie na wejscie filtru idealnego LP o czestotliwosci granicznej 50
Hz i wzmocnieniu 1/80. Widmo sygnatu na wyjsciu filtru jest réwne Y (f)=X(f)H(f). Widzimy, ze
w pasmie filtru mieszcza sie prazki na czestoliwosciach +20Hz oraz +40Hz. Mamy wiec
Y(f)=45(f +40)-5(f +20)—5(f —20)+45(f —40), czyli sygnat y(t)=8cos(80xt)—2cos(40xt).

2.5 Widmo sygnatu analogowego jest rdéwne X(f)=%5(f—3400)+%5(f+3400). Czestotliwosé

maksymalna wynosi  f_, =f,=34kHz, wiec czestotliwos¢ Nyquista f=6,8kHz. Prébkujemy
z czestotliwoscia 6 kHz mniejsza od f,. Widmo sygnatu sprobkowanego jest rdéwne
X, (f)=6000>"[15(f —6000n—-3400)+15(f —6000n-3400)].

Widmo sygnatu sprobkowanego Xs(f)/6000
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(a) Sygnat sprébkowany podajemy na wejscie filtru idealnego LP. Przyjmijmy, ze wzmocnienie filtru jest
réwne 1/ f,. W pierwszym przypadku dostajemy na wyjsciu sygnat y(t)=cos(5200zt).

(b) W tym przypadku y(t) = cos (52007t )+ cos(68007t).

2.6 Widmo sygnatu analogowego jest réwne X (f)=6(f—-0,5)+5(f +0,5)-15(f-2)-15(f+2).

Czestotliwos¢ maksymalna wynosi f . =2 Hz, a czestotliwos¢ Nyquista f, =4 Hz.

(a) Rozwazmy przypadek f, =5Hz, warunek Nyquista jest spetniony. Widmo sygnatu sprébkowanego

jest rowne X (f)=5Y X(f-5n).
n

Widmo sygnatu sprébkowanego

Widmo sygnatu na wyjsciu filtru Y (f )= X, (f)H (f). Filtr LP ma wzmocnienie rowne 1 i czestotliwoéé

graniczng 1,5 Hz. Widmo Y ( f ) = 55( f —0,5)+55( f +O,5), czyli y(t) :10cos(7rt).

(b) Rozwazmy przypadek f,=3Hz, warunek Nyquista nie jest spetniony. Widmo sygnatu
sprobkowanego jest réwne Xs(f)=32X(f -3n).
n

Widmo sygnatu sprébkowanego
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Widmo sygnatu na wyjsciu filtru Y (f)=35(f -0,5)+35(f +0,5)-25(f -1)—-25(f +1), czyli
y(t)=6cos(zt)—3cos(2xt).



FILTRY CYFROWE

3.1 (a) Na podstawie schematu blokowego otrzymujemy réwnanie systemu: y(n) = %x(n) +

%x(n -1+ iy(n — 2). Dalej zapisujemy je w dziedzinie zmiennej zespolonej z:

1 1 152 1
_EZ +EZ_ 52 +EZ
1
Z —3

(z-3)(z+3)

H(z 31+ A B wl 1
( ): 2 10 = + ,skad A=7/20, B=3/20. Dalej H(Z)=L+L.Stosujqc
z (z-%)(z+3%) z-% z+1% z-1 z+1

. . . s 7 (1\" 3 1\
tablice transformat znajdujemy odpowiedz impulsowg h(n) = % (5) + (— 5) ,n=>0.
(b) Réwnanie systemu ma postaé: y(n) = x(n) — %y(n — 2) —y(n — 1). W dziedzinie zmiennej zespolonej z:

Y(z)=X(z)-1z%(2)-27Y(z), cayli Y (z)(1+ z? +%z’2) = X (z). Transmitancja systemu:

Y(2) 1 z° : .
H(z)= = — — == . W tablicach transformat odnajdujemy pary:
X(z) 1+z7'+3z7 z°+z+%
z(z-acosa)
7 —2zacosa +a*

zasina
72 —2zacosa +a?’

a”sin(an)-l[n]é a" cos(an)~1[n]<i>

1 2 T
Niech a=-—=, wtedy —2acosa =—cosa =1, skad o =—.
B2 e 2 ey

z(z+1 1z
Przeksztatcamy transmitancje H (Z) = ( 2) = 2 - i na podstawie powyzszych wzoréw mamy:

2 1
I"+i+5 1°+1+5

h(n) = (— %)n [COS (%n) + sin G n)] -1(n).

3.2 Przeksztatcamy réwnanie systemu do postaci y(n)=2%y(n-2)+x(n)+$x(n-1) i na tej podstawie

rysujemy schemat blokowy w postaci bezposredniej |l (liczba blokéw opdzniajgcych jest réwna 2)

] TN TN il
N N




o . , 1+1zt 2 +1z 72 +1
Transmitancja systemu jest rowna H (z): 2 = 2- 2
1-1z7 22— (z2-3)(z

S —. Odpowiedz impulsowa

N

ma postaé h(n)=(%)"-1(n).
3.3 W potaczeniu szeregowym dwéch blokdw $1i52 mamy: x(n)=x,(n), y;(n)=x,(n), y,(n)=y(n).
Podstawiajgc do rownan obu systeméw dostajemy: {

Sprowadzamy uktad réwnan do jednego réwnania: y(n) = —% y(n —1) + x(n) + % x(n —1) i odczytujemy wartosci
wspofczynnikéw: a=1/2, b, =1, b =1/4.

x[n] AR YR vln]
\l/ \l/ [

T T
— > <
schemat blokowy S1 schemat blokowy S2

x[n] yln]

p
N

>

Odpowiedz impulsowg wyznaczamy jako odwrotng transformate Z transmitancji

p
N

Schemat blokowy S

1,1 1 1
H(z)= ii‘;_l = zi‘%‘ = zi; +z° Z4+Z§ , czyli h(n) =(—%)n -1(n)+%(—%)nf1 -1(n—1). Obliczamy kolejne wartosci

odpowiedzi impulsowej: h(0)=1, h(1)=-0,25, h(2)=0,125, h(3)=-0,0625 i t.d.



odpowiedz impulsowa h(n)

1,2

08
0,6
0,4
0,2
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N L Y(z) 1-3z°
3.4 Transmitancja systemu jest rowna —= = -
X(z) 1-%z

Y(z)-1z7Y(2)=X(z)-2z2"X(z), wiec réwnanie systemu ma posta¢: y(n)-1y(n-1)=x(n)-2x(n-1).

skad Y (2)(1-1z2)=X(z)(1-4z"). Dalej

Przeksztatcamy je do postaci y(n)=1y(n—1)+x(n)—2x(n—-1) i na tej podstawie rysujemy schemat
blokowy

x[n] +/- \ f \ yln]
NN l

T T

L@%}_

Sprowadzamy ten schemat do postaci bezposredniej Il:

A0l /TN AR
N L/

1/2 3/2

Odpowiedz impulsowg wyznaczamy jako odwrotng transformate Z transmitancji:

1-3z7 z2-3 Z L 3z . n n-1
H(Z)=1o17 :z—;:z—%_z 122—%'Czy“ h(n)=(3) -1(n)-3(3)" -1(n-1).

3.5 Na podstawie réwnania systemu y(n)—%y(n—Z)zx(n—2)—%x(n) wyznaczamy transmitancje

z7?-1 1-17? oy 1-1el%®
H(z)= 4 =__4__ Charakterystyka czestotliwosciowa jest réwna: H (e’Q): _4

1-1z72 721 gl22 _1

4 4 4

, a charakterystyka

amplitudowa:



‘1 1e’m‘ _[i—§cos2Q -7 jsin20)] \/( cosZQ)ﬁ%sinZZQ_ -1cos2Q
|eJZQ %| |cos2Q—§ + jsin 2Q)] \/(COSZQ—%)2+SiHZZQ G- leos20

A(Q) :‘H (ejﬂ)‘

Jest to filtr wszechprzepustowy o statym wzmocnieniu réwnym 1 w pasmie |Q| <r.

Schemat blokowy w postaci bezposredniej Il

1T I T
L/ L\

1/4

3.6 Z transmitancji wyznaczamy réwnanie systemu w dziedzinie z: 4Y(z)-z7?Y(z)=2X(z) i dalej

w dziedzinie czasu dyskretnego 4y(n)—y(n—2)=2x(n), y(n)=%y(n-2)+4x(n). Schemat blokowy:

x[n] f \ yln]
1/

Odpowiedz impulsowa wyznaczamy rozktadajac H(z)/z na utamki proste

H(z) 2z _ 27 __A B 1 1 i H(Z)_lz+z
2z 422-1 (2z-1)(2z+1) 2z-1 2z+1 °*|2(z-%) 2(z+1)) Y CHz-1 o z+t)

Odpowiedz impulsowa jest rowna h(n) :%[(l)n +(—%)n]-1(n).

2

Wyznaczamy charakterystyke amplitudowa: A(Q)z |4—COSZQZ+ isin ZQ| = T 80030

w przedziale |Q <7 :

i rysujemy jej wykres



Charakterystyka amplitudowa

0,7

-3,14 -1,57 0,00 1,57 3,14

3.7 Na podstawie danych h(n)=6(n)+25(n—-2). Transmitancja systemu jest transformata Z odpowiedzi
impulsowej: H(z)=1+2z". Réwnanie ,wejécie-wyjécie” jest réwne y(n)=x(n)+2x(n—2). Jest to filtr SO

o prostym schemacie blokowym. Wyznaczmy charakterystyke amplitudowa:

A(Q) =[1+2e72?| = L+ 2c0s2Q - 2 jsin 20| =5+ 405202 .

Charakterystyka amplitudowa

A 35

A

3,14 1,57 0,00 -1,57 -3,14



