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12.2. Matematyczne podstawy kompresji fraktalnej 
 ? � ) $  ) � ) % � � � � � & � � % # � � ' * � � % ) � # + % # ) . + � ) # � & 0 & ) % � � � � � 2 # � &  � � $  � � + ( � $ � � � � � # � � � . � .
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fraktal jest elementem pewnej przestrzeni, tzw. 
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 Niech (X,d
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R ) � ! " + T � / � % ) ' 0 / � ) # � ! � 4 5 I � &  # � 0 � � . + $ 1 ) � � � � � � . � &  � . � 7 2U V W X Y Z [ \ ] X ^ \ _ ` a X b c d ] e
Oznaczmy przez H(Xf g Z V X b Y Z V X h i \ Y j Z X k X _ X W X l Y m W ` b ] V d m Z Y X ` l ` X g ^ b Y X g c a V n ` c Z [
przestrzeni X. o ^ W m a d j p q X _ X W X l Y j d Y X k g Z V X b Y Z V X l ` Z j d l ` X r l m _ X r [ a c g Z V X b Y Z V X l `

H(X). 
Zdefiniujemy w tej przestrz

X l ` Y V d e W X Y Z [ \ s t m ^ b a c Z u u m d b g c b j n l m b Y s g ^ k ] p [ v
 

Definicja 12.1
e w [ Z m r X l ` X

 

  )},(),,(max{),( xyzyxzyx{
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jest nazywane | } ~ � � � � � � � � � � � � � � �  � Z V X b Y Z V X l ` ] u Z m \ Y m _ ` k X b Y
H(X), 

d \ Y j Z X k d g Z c d m a V c l c W X Y Z [ \ s
 h 

p V [ _ ` g Z V X b Y Z V X h �
H(X),h). 

Jest to prz
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Definicja 12.2. Niech ��� →:
n s a V ` X g Z V X \ b V Y m � p X l ` X W l m g Z V X b Y Z V X l `

X. Punkt �� � ∈  Y m \ ` i r X �� ��� =)(  nazywamy � � � � ~ } | � ~ � � � | � � � } � � � ~ � � � } � � �  w. 

 
Definicja 12.3.

� Z V X \ b V Y m � p X l ` X ��� →:  na przestrzeni metrycznej (X,d) zwane jest � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ � � ¥ ¦   § ¨ © ª ¤ « ¬ ­ ® ¯ ° ° ± ² ³ ° ­ ¬ ­ ± ² ´ µ ´ 10 <≤ ¶ ² ´ · ´ « ¸ ­  
 ¹º»º»¼½º¾»¾¼
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Niech  ¹¹¾ →:  Î Ï Ð Å ° ­ Ã Ð Â Å Ã À Ã Â ´ ³ ° ­ È Å Â Ï ¸ ´ ¬ Í Ë Æ È ³ ´ Ê À Å ­ ± ² À Å ­ ³ ° È ­ ² À Æ Ë Å ³ ­ ¬ Å Ç Ê ­ µ ³ ­ ¬   
(X,d). Wtedy  w Ê Ã ± ° ´ Ð ´ Ð Ã · µ ´ Ð ³ ° ­ ¬ ­ Ð ­ ³ Ê Ç ³ · ² ± ² ´ µ Æ ¹» Ù ∈ Ú Û Ü Ý Þ Û ß à Ý ß á Û â Û ã ß ä å Ý Ü æ Þ â à æçè ∈ é ê ë å }{ ìè à Û â ê Ú ã ä íîïí ð ñ ð ò ò ò ðó

=== + ),(, 11 ôô èõèèè Ú ö ÷ ê ä å Û ß Ý Ü æ Þ â à æ ø à Û ù ä å Ý Ú é ö ú á ê  
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Definicja 12.4. ' � � � � ÿ � � � � þ � � � � � � � þ � � � � þ � % ( $ ) 
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dla wszystkich )(lmn
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12.3. Konstrukcja dowolnego obrazu przy pomocy lokalnego IFS 
 

Tak prosty ś
¯ ½ Ú £ ¯ ° ª ± ² ³ ± ¬ ­ « © ± ¬ ± ª « · ¯ ª Ú ¸ ¯ £ ª « µ Ú ¸ ¿ ª « ° · « ³ ¬ ¨ § ¹ ¾ ¯ » ± £ ¨ Â ¶ « · ¸ ¯¸ ¨ ° ¯ ª µ ¨ ½ · « ¬ ¨ ¸ ´ ª « ° · ¨ § ± ¢ ¼ ± ¥ ¬ « ° ¬ ­ ± ¥ ¯ § ± ³ Ú ¸ ° ¯ ¾ ´ ª ± ½ ¼ ­ À í ª ® ¥ ¬ ¯ £ ¯ ¸ ­ ± ¾ ¸ ¨ ¯ £ ª « µ ­ Â ½ ¯ £ ­ ± ¢» ± ® ¥ « ¬ « ¾ ½ ­ ¤ · « ° µ ¥ ± ¿ ­ ¬ ­ ¯ ¸ « Â ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± ¬ ­ « ¿ ª « ° · « ³ ¬ ± ´ ¯ ´ ª µ ± µ Ä Å Æ ¢ » ± ´ ª µ ¨ ¼ ± © ¯ ´ ¯ ¾ ¯ § ¨ ¸

kolejnych ite
ª « § ¼ « § ¹ ® µ ¨ ½ ° « ¾ ¨ § ¯ ª « µ ¸ ­ ± ª ¬ ­ ± ¼ ½ µ ¦ ´ ¯ ½ · « Â ° ¯ ¾ ´ ª ± ½ ¯ ¸ « ¬ ± © ¯ ¯ £ ª « µ ® À Ã´ ª µ ¨ ´ « ¥ ° ® £ « ª ¥ µ ¯ ´ ª ¯ ½ · ± © ¯ ¯ £ ª « µ ® £ ¨ ¶ ¯ £ ¨ · ¯ ¾ ¯ » ± ¼ ± ½ µ § µ ± ¾ ¯ » ³ ­ ¸ ± ¢ ¼ ± ¥ ¬ « ° µ £ ® ¥ ¯ ¸ « ¬ ­ ± Ä Å Æ© ± ¬ ± ª ® ¼ ¦ § ± © ¯ ¥ ¯ ¸ ¯ ³ ¬ ¨ ¯ £ ª « µ ¬ « · ® ª « ³ ¬ ¨ ¼ « ° ¯ « · ª « ° · ¯ ª ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± ¬ ­ « µ ¸ ¤ » « ¼ ¦ § ± © ¯ ¼ ± ½ ·¬ ­ ± ¾ ¯ » ³ ­ ¸ ± À é ® ½ ­ « ¶ £ ¨ ¯ ¬ ¾ ­ ± Â £ ¯ ¸ ­ ± ¾ ¸ ¨ ª « î ¬ ± § ± § ¹ ¨ ½ « ¾ ¯ ´ ¯ ¥ ¯ £ ­ ± º ½ · ¸ « À

 

Lokalny iteracyjny system funkcji  è £ ¨ ½ ° ¯ ¬ ½ · ª ® ¯ ¸ « Â ° ¯ ¾ ´ ª ± ½ ¯ ª ¿ ª « ° · « ³ ¬ ¨ ´ ¯ · ª µ ± £ « ¥ ¯ ° ¯ ¬ « Â ´ ± ¸ ¬ ± © ¯ ª ¯ µ ½ µ ± ª µ ± ¬ ­ «´ ¯ ¼ ¤ § ­ « Ä Å Æ À Æ ° ¯ ª ¯ ¬ ­ ± ½ ´ ¯ ½ Ú £ ½ ° ¯ ¬ ½ · ª ® ¯ ¸ « Â ¯ £ ­ ± ° · ® ½ « ¾ ¯ ´ ¯ ¥ ¯ £ ¬ ± © ¯ ¢ ° · Ú ª ¨ £ ¤ ¥ µ ­ ± ´ ª µ ¨ £ ³ ­ » « ¶
dany ob

ª « µ µ ¥ ¯ ¸ ¯ ³ ¬ ¦ ¥ ¯ ° ¶ « ¥ ¬ ¯ ² § ­ ¦ ¢ · ¯ · ª µ ± £ « µ ª ± « ³ ­ µ ¯ ¸ « Â ° ¯ ¬ § ± ´ § ¼ ¤ ´ ª µ ¨ £ ³ ­ » ± ¬ ­ «
odpowiednio prostych fragmentów obrazu innymi podobnymi fragmentami tego samego 
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¯ £ ª « µ ® ¢ ° · Ú ª ± ¸ ¨ ½ · ¤ ´ ® ¼ ¦ ¬ ­ ± ¾ « ³ ¸ ° « » ¥ ¨ ¾ ¯ £ ª « µ ­ ± À Ä ¥ ± « ½ « ¾ ¯ ´ ¯ ¥ ¯ £ ­ ± º ½ · ¸ « ¯ £ ­ ± ° · ®¿ ª « ° · « ³ ¬ ± © ¯ ¾ ® ½ ­ µ ¯ ½ · « Â ª ¯ µ ½ µ ± ª µ ¯ ¬ « ¯ ­ ¥ ± ¦ ¸ µ « ¼ ± ¾ ¬ ± © ¯ ´ ¯ ¥ ¯ £ ­ ± º ½ · ¸ « ¿ ª « © ¾ ± ¬ · Ú ¸ ¯ £ ª « µ ® Àí « ° ­ ´ ¯ ¾ ¨ ½ ¶ ª ± « ³ ­ µ ® ¼ ± ³ ¯ ° « ³ ¬ ¨ ­ · ± ª « § ¨ ¼ ¬ ¨ ½ ¨ ½ · ± ¾ ¿ ® ¬ ° § ¼ ­ Û « ¬ © À ³ ¯ § « ³ ­ · ± ª « · ± ¥ ¿ ® ¬ § · ­ ¯ ¬ ½ ¨ ½ · ± ¾
- ï Ä Å Æ Ý ¢ ° · Ú ª ¨ ¸ ° ¯ ³ ± ¼ ¬ ¨ § ¹ ­ · ± ª « § ¼ « § ¹ ´ ª µ ¨ £ ³ ­ » « ¥ « ¬ ¨ ¯ £ ª « µ ´ ¯ ´ ª µ ± µ ´ ¯ £ ª « ¬ ­ ± ¿ ª « © ¾ ± ¬ · Ú ¸

obrazu i przek
½ µ · « ¶ § ± ¬ ­ ± ­ § ¹ ¬ « ¬ ¯ ¸ ± ¿ ª « © ¾ ± ¬ · ¨ · ± © ¯ ½ « ¾ ± © ¯ ¯ £ ª « µ ® ´ ª µ ¨ ´ ¯ ¾ ¯ § ¨µ ¥ ± ¿ ­ ¬ ­ ¯ ¸ « ¬ ¨ § ¹ ¯ ¥ ¸ µ ¯ ª ¯ ¸ « º À Ã · ± ¬ ½ ´ ¯ ½ Ú £ ¾ ¯ » ¬ « µ ¾ ¬ ­ ± ¼ ½ µ ¦ ³ ® £ ¸ ­ ¤ ° ½ µ ¦ ½ ° ® · ± § µ ¬ ¯ ² § ­ ¦¯ ´ ­ ½ « Â ° « » ¥ ¨ ¯ £ ª « µ ¢ « ´ « ª « ¾ ± · ª ¨ · ± © ¯ ¯ ´ ­ ½ ® ½ · « ¬ ¯ ¸ ­ ¦ ¼ ± ¥ ¬ ¯ µ ¬ « § µ ¬ ­ ± ¥ ± ° ¯ ¥ ¯ ¸ « ³ ¬ ¦ª ± ´ ª ± µ ± ¬ · « § ¼ ¤ ¯ £ ª « µ ® ¢ ¬ « ´ ¯ ¥ ½ · « ¸ ­ ± ° · Ú ª ± ¼ ¾ ¯ » ¬ « µ ª ± ° ¯ ¬ ½ · ª ® ¯ ¸ « Â ¯ £ ª « µ µ £ « ª ¥ µ ¯ ¥ ® » ¦¥ ¯ ° ¶ « ¥ ¬ ¯ ² § ­ ¦ À

 

Definicja 12.5. Niech (X,d
Ý £ ¤ ¥ µ ­ ± µ ¸ « ª · ¦ ´ ª µ ± ½ · ª µ ± ¬ ­ ¦ ¾ ± · ª ¨ § µ ¬ ¦ ¢ « åð

, 
×Ö

,...,1=  niepustymi 

podzbiorami X. Niech ñðä åå
→:

£ ¤ ¥ ¦ ³ ¯ ° « ³ ¬ ¨ ¾ ­ ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± ¬ ­ « ¾ ­ ¸ Û
X,d) ze ¸ ½ ´ Ú ¶ § µ ¨ ¬ ¬ ­ ° « ¾ ­ µ ¸ ¤ » « ¬ ­ « åÏ

. Wtedy  

 },...,1,:{
×Öñðä åå

=→               (12.8) µ ¸ « ¬ ± ¼ ± ½ · ³ ¯ ° « ³ ¬ ¨ ¾ Ä Å Æ ¢ « ³ ­ § µ £ « ¼ ± ½ · ¸ ½ ´ Ú ¶ § µ ¨ ¬ ¬ ­ ° ­ ± ¾ µ ¸ ¤ » « ¬ ­ « ï Ä Å Æ À
 ò ¯ · ¨ § ¹ § µ « ½ ¥ µ ­ ± ¥ µ ­ ¬ ¦ ´ ª ± µ ± ¬ · ¯ ¸ « ¬ ¨ § ¹ ´ ª µ ± µ ¬ « ½ ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± º £ ¨ ¶ « § « ¶ ¦ ´ ª µ ± ½ · ª µ ± º ¢¬ « ° · Ú ª ¨ ¾ ¯ ° ª ± ² ³ ¯ ¬ ¨ µ ¯ ½ · « ¶ µ £ ­ Ú ª ¸ « ª · ¯ ² § ­ ¿ ® ¬ ° § ¼ ­ ¼ « ½ ¬ ¯ ² § ­ À ò µ ­ « ¶ « ¶ ¨ ¸ ­ ¤ § ¯ ¬ ± ¬ « § « ¶ ¨ ¾

obrazie. W definiowaniu lokalnego iteracyjnego systemu funkcji zachodzi jedna podstawowa 
zmiana -

¥ µ ­ ± ¥ µ ­ ¬ ¦ ´ ¯ ½ µ § µ ± © Ú ³ ¬ ¨ § ¹ ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± º ¢ µ ° · Ú ª ¨ § ¹ µ ¶ ¯ » ¯ ¬ ¨ ¼ ± ½ · ï Ä Å Æ ¢ ¬ ­ ± ¾ ® ½ ­ £ ¨ Â§ « ¶ ¨ ¯ £ ª « µ À Æ ¦ ¯ ¬ ± ¥ ± ¿ ­ ¬ ­ ¯ ¸ « ¬ ± ³ ¯ ° « ³ ¬ ­ ± À é ¬ ­ ± ¼ ½ µ ¨ ¬ ¯ ² ¬ ­ ° ´ ¯ ½ µ § µ ± © Ú ³ ¬ ¨ § ¹ ¯ ¥ ¸ µ ¯ ª ¯ ¸ « ºµ ¸ ¤ » « ¼ ¦ § ¨ § ¹ Û µ « ¾ ­ « ½ · § « ¶ ± © ¯ ¯ £ ª « µ ® Ý ½ ´ ª « ¸ ­ « ¢ » ± ¥ ¯ ´ ± ¶ ¬ ± © ¯ µ ¥ ± ¿ ­ ¬ ­ ¯ ¸ « ¬ ­ « ï Ä Å Æ ´ ¯ · ª µ ± £ «¯ £ ¯ ° ¯ ° ª ± ² ³ ± ¬ ­ « ¸ ½ ´ ¯ ¾ ¬ ­ « ¬ ¨ § ¹ ´ « ª « ¾ ± · ª Ú ¸ ´ ª µ ± ° ½ µ · « ¶ § ± º ¢ · « ° » ± ­ § ¹ ¬ ¯ ² ¬ ­ ° « À
 ï ¯ ° « ³ ¬ ¨ Ä Å Æ ¾ ¯ » ± ¬ ­ ± ¾ ­ ± Â « · ª « ° · ¯ ª « ¢ £ ¦ ¥ î ¾ ¯ » ± ¾ ­ ± Â ¸ ­ ± ³ ± ª Ú » ¬ ¨ § ¹ « · ª « ° · ¯ ª Ú ¸ Àó ± » ± ³ ­

A i B 
½ ¦ « · ª « ° · ¯ ª « ¾ ­ ¢ · ¯ · « ° » ± ôð

∪
¼ ± ½ · « ° · « ° · ¯ ª ± ¾ § ¯ ¯ µ ¬ « § µ « ¢ » ± ¼ ± ² ³ ­ ­ ½ · ¬ ­ ± ¼ ±« · ª « ° · ¯ ª ¢ · ¯ ­ ½ · ¬ ­ ± ¼ ± ¬ « ¼ ¸ ­ ¤ ° ½ µ ¨ ¢ · ¼ À · « ° ­ ¢ ° · Ú ª ¨ µ « ¸ ­ ± ª « ¸ ½ µ ¨ ½ · ° ­ ± ´ ¯ µ ¯ ½ · « ¶ ± À õ ­ ± ¸ § ¹ ¯ ¥ µ ¦ § ¸¸ ­ ¤ ° ½ µ ± ½ µ § µ ± © Ú ¶ ¨ · ± ¯ ª ± · ¨ § µ ¬ ± ¸ ¨ ¥ « ¼ ± ½ ­ ¤ ¢ » ± ï Ä Å Æ ¼ « ° ¯ ¬ « ª µ ¤ ¥ µ ­ ± ¾ ¯ ¥ ± ³ ¯ ¸ « ¬ ­ « ¯ £ ª « µ Ú ¸¬ « · ® ª « ³ ¬ ¨ § ¹ ¾ « ¸ ½ µ ¨ ½ · ° ­ ± ¬ ­ ± µ £ ¤ ¥ ¬ ± § ± § ¹ ¨ ¢ £ ¨ ¬ « ¼ ± © ¯ ´ ¯ ¥ ½ · « ¸ ­ ± ° ¯ ¬ ½ · ª ® ¯ ¸ « Â ´ ª « ° · ¨ § µ ¬ ±

algorytmy kompresji. 
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Rys. 12.1. Podstawowy schemat kompresji i dekompresji fraktalnej obrazów. 
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